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2 
w A. 
? 


Vorwort. 


Die Auflósung von Konstruktions-Aufgaben mit Hilfe trigono- 
metrischer Analysis liefert eins der dankbarsten Übungs-Gebiete 
für die Schüler der obersten Klassen höherer Unterrichts-Anstalten. 
Indem dieselbe einerseits das Ansetzen und Auflösen von Gleichungen 
mit mannigfaltigen algebraischen Umformungen, also einen grofsen 
und wesentlichen Teil des arithmetischen Unterrichts-Pensums zur 
Anwendung bringt, vereinigt sie damit eine umfassende Übung 
in dem Gebrauche der Lehren der Trigonometrie und verbindet 
damit zugleich eine solche in der theoretischen und praktischen 
Ausführung planimetrischer Konstruktionen. Es kommt also auf 
diesem Gebiete ein erheblicher Teil des elementar-mathematischen 
Unterrichts-Pensums zu mehr oder minder eingehender Übung und 
Wiederholung, und eine derartige Wiederholung durch stete An- 
wendung des Gelernten auf immer neue Probleme ist wirksamer 
und anregender als die ermüdende Gleichmäfsigkeit des Abfragens 
und Repetierens von früher Gelerntem in immer derselben Form 
und Manier, wenngleich auch letztere nicht ganz entbehrt werden kann. 

Gegenüber dieser didaktischen Rücksicht kommt die spezieller 
wissenschaftliche Frage, ob und in welchen Füllen die Anwendung 
trigonometrischer Analysis, oder überhaupt der Rechnung, gegen- 
über der rein geometrischen Behandlung der fraglichen Aufgaben 
sachlich zweckmäfsig sei, kaum in Betracht. Die letztere soll auch 
durch den Gebrauch der ersteren keineswegs aus dem Unterricht 
entfernt oder beschränkt werden; sie kommt vielmehr auf den 
früheren Stufen jahrelang ausschliefslich zur Anwendung, und wird 
auch auf den oberen gerade durch Nebeneinanderstellung mit der 
rechnenden Methode bei den einzelnen Aufgaben in anregender 


Weise wiederholt und vergleichend gewürdigt werden können. 
a* 
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IV Vorwort. 


In betreff jener Frage selbst hat man den rechnenden Me- 
thoden wohl den Vorwurf gemacht, dafs die von denselben oft dar- 
gebotene verhältnismäfsige Leichtigkeit der Auffindung der Kon- 
struktionen weit überwogen werde durch die Weitläufigkeit der 
Ausführung der gefundenen Konstruktionen selbst. Ich kann diese 
Ansicht nicht teilen. Es scheint, dafs es möglich sein müsse, ver- 
mittelst der Rechnung immer zu derselben Konstruktion zu ge- 
langen, welche man durch eine der rein geometrischen Methoden 
findet, nur wird allerdings ein solches Resultat nicht selten eine 
grölsere Geschicklichkeit und kompliziertere Rechnungen erfordern, 
während geringere Mühe bei der Analyse in vielen Fällen durch 
gröfsere Arbeit bei der Konstruktion wieder ausgeglichen wird. 
Man kann, wenn diese Ansicht richtig ist, die rechnende Analysis 
gewissermafsen mit einer Maschine vergleichen, welche die Mög- 
lichkeit gewährt, dieselbe Arbeitsgröfse in anderer Weise auf Kraft 
und Zeit zu verteilen, und welche tiberall Vorteil bietet, wo eine 
solche veränderte Verteilung wünschenswert oder notwendig ist. 
Auch bei der Auflösung von Konstruktions-Aufgaben giebt es Fille, 
in denen die Auffindung einer rein geometrischen Analysis von 
dem Einzelnen mehr Kraft oder Übung erfordert, als er besitzt, 
und in welchen er sich des Mechanismus der Rechnung bedienen 
wird, um auf Kosten der Einfachheit in der Ausführung der Kon- 
struktion die verlangte Arbeit leisten zu können. So hat also jede 
Methode an ihrem Platze ihren Wert, und es ist als eine Ein- 
seitigkeit zu betrachten, wenn eine einzelne derselben zum Schaden 
der andern mehr bevorzugt wird, als ihr zukommt. 

Weniger fürchte ich den Einwand, dafs durch den Gebrauch 
der trigonometrischen Analysis in den obersten Klassen die leider 
vielfach vorhandene Neigung nach vorwiegend analytischer Behand- 
lung der mathematischen Lehren auf Kosten der weniger mecha- 
nischen, die Anschauung und den Formensinn bildenden geometri- 
schen Methoden befördert werde. Im Gegenteil dürfte jener Neigung 
gerade durch die Verknüpfung einer an sich fast nur rechnenden 
Disciplin mit den geometrischen Konstruktionen auf einer Stufe, 
wo letztere sonst kaum noch vorzukommen pflegen, entgegen- 
gearbeitet werden. Die Anhänger der von mir auch anderwärts 
vertretenen Ansicht, dafs ein solches Entgegenarbeiten notwendig 
sei, weil die Schule nicht vergessen dürfe, dafs sie In erster Reihe 
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pädagogisch-didaktische und nicht einzig und allein rein wissen- 
schaftliche Interessen zu vertreten habe, scheinen freilich gegen- 
wärtig in der Minorität zu sein. 

Die vorliegende Schrift stellt sich die Aufgabe, solchen, welche 
die Ansicht des Verf. teilen, ein ausgedehnteres Material auf dem 
fraglichen Gebiete zu bieten, als man gewöhnlich findet. Während 
z. B. die „geometrischen Konstruktionsaufgaben“ von Lieber und 
v. Lühmann, welche in dieser Beziehung meines Wissens bis jetzt 
mit am meisten boten, 74 Aufgaben für trigonometrische Analysis 
enthalten, sind in dem vorliegenden Schriftchen mehr als 300 der- 
selben zusammengestellt. Diese Zahl ist allerdings noch bescheiden 
genug, um erkennen zu lassen, dafs es nicht in der Absicht des 
Verf. gelegen hat, durch eine erdrückende Menge von Aufgaben 
zu imponieren; sie wird aber auch völlig hinreichen, um nicht nur 
einen Wechsel in verschiedenen Jahrgängen, sondern auch eine Aus- 
wahl in betreff des etwa gewünschten Grades der Schwierigkeit 
u. dgl. zu ermöglichen. Daís es durchaus nicht die Meinung des 
Verf. ist, das Büchlein solle seinem ganzen Inhalt nach in fort- 
laufendem Unterricht in der Schule durchgenommen werden, bedarf 
wohl kaum der Versicherung, würde man doch, selbst wenn man 
in jeder Stunde drei Aufgaben behandeln wollte, in diesem Falle 
allein für das vorliegende Übungs-Gebiet bei zwei wöchentlichen 
Stunden weit über ein Schuljahr verwenden müssen. 

Die vorliegende Schrift soll ferner das Material in syste- 
matischer Weise, und zwar in erster Reihe nach den Arten der 
Behandlung geordnet bieten, denn letztere sind es, die an der be- 
treffenden Stelle vorwiegend neu zu lernen sind, nicht aber die 
besonderen Eigenschaften bestimmter Figuren. Zugleich ist eine 
ausgeführte allgemeine, durch spezielle Beispiele erläuterte An- 
leitung (Erklärung und Begründung des Verfahrens) in jedem ein- 
zelnen Paragraphen den betreffenden Aufgaben vorangeschickt, durch 
welche das Schriftchen vielleicht auch zum Privatstudium geeignet 
sein wird. Dagegen sind den einzelnen Aufgaben, abgesehen von 
den durch vereinzelte, für nötig gehaltene Andeutungen und durch 
die Beifügung der resultierenden Gleichungen gegebenen Finger- 
zeigen, keinerlei nähere Angaben über die Auflösungen beigegeben, 
um der Selbstthätigkeit des Lernenden und der Freude am Finden 
nicht entgegenzutreten. 
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Obgleich der Verf. im allgemeinen bemtht gewesen ist, Auf- 
gaben fernzuhalten, für welche rein geometrische Auflösungen ein- 
fachster Art sich ohne jede besondere Mühe darbieten, so ist doch 
diese Rücksicht nicht überall ängstlich beobachtet worden, weil ja 
gerade die vergleichende Nebeneinanderstellung von Auflösungen 
derselben Aufgabe nach verschiedenen Methoden von Nutzen sein 
kann. Ein Fortschritt vom Leichteren zum Schwereren ist in der 
Aufeinanderfolge der einzelnen Paragraphen und zum Teil auch 
innerhalb der letzteren in derjenigen der einzelnen Aufgaben ein- 
gehalten, in letzterer Hinsicht jedoch nicht streng, zumal der Grad 
der Schwierigkeit zum Teil auf subjektiven Gründen beruhen kann. 
— Von den einzelnen Aufgaben hat der Verf. eine grofse Zahl 
selbst gebildet; aufserdem sind selbstverständlicher Weise auch 
andere einschlägige Schriften, wie die von Lieber u. Lühmann, 
Hermes, Gallenkamp und die eigene trig. Aufgabensammlung des 
Verf.*) benutzt worden. Das ganze Schriftchen kann als ein selb- 
ständiger Anhang zu letztgenanntem Werke und zu des Verf. 
„Planimetrischen Konstruktionen“ **) betrachtet werden, welche hier- 
durch eine Verbindung und Ergänzung erhalten. 


*) Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus der Trigonometrie 
und Stereometrie. Zweite Auflage 1877. Leipzig, B. G. Teubner. 
**) Verlag von Ed. Trewendt, Breslau 1882. 


Hamm, November 1881. 
Dr. Reidt. 
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§ 1. 
Erklärung der Methode. Erste Aufgaben-Gruppe. 


1. Die Methode der trigonometrischen Analysis geometrischer 
Konstruktions- Aufgaben ist nicht wesentlich von derjenigen der 
algebraischen Analysis verschieden; beide weichen nur in den zur 
Berechnung der zu konstruierenden Grifsen gebrauchten Hilfsmitteln 
von einander ab, indem die erstere nicht blofs algebraische Ope- 
rationen zu dem genannten Zwecke anwendet, sondern daneben 
auch trigonometrische Funktionen bekannter oder unbekannter 
Winkel benutzt. 

Es sei z. B. die Aufgabe gestellt: Über einer Seite AB eines 
gegebenen Dreiecks ABC als Sehne einen Kreisbogen zu beschreiben, 
so dafs die von seinen Durchschnittspunkten mit den beiden anderen 
Seiten begrenzte Sehne eine gegebene Linge d habe. 

Setzt man zur Analysis den bekannten Winkel AC B = y, 
ferner AC = b, BC = a, seien ferner X, Y bezüglich die Durch- 
schnittspunkte des gesuchten Kreisbogens mit AC, bezw. BC, und 
CX = y, CY = v, so erhält man die Gleichungen 


az = by, 
d° = a? + y? — 2 zy cos y. 
2.2 2 2 
Aus denselben folgt y = ን" d = 2 SCH ፦፦ ማሜ cos y, 


also 
Arh pa 
a? + b? — 2ab cos y 
Da der Nenner der rechten Seite dieser Gleichung zufolge 
eines bekannten Satzes gleich c* ist, so ergiebt sich endlich 


a” 


bd 
Léo und yy 


Hiernach ist die Konstruktion von ቿ oder y leicht in bekannter 
Weise auszuführen; dieselbe ergiebt den Punkt Y oder X, und 


Reıpr, trigonometrische Analysis. 1 
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2 § 1. Erklärung der Methode. Erste Aufgaben-Gruppe. 


durch einen dieser Punkte nebst A und B ist der gesuchte Kreis- 
bogen bestimmt. 

Die vorstehende Aufgabe gehört jedoch nur im uneigent- 
lichen Sinne hierher, weil der zur Berechnung gebrauchte Winkel y 
in den Resultaten wieder ausgefallen ist, derselbe also bei der 
Konstruktion selbst nicht gebraucht wird. In derartigen Füllen 
hat der Gebrauch der trigonometrischen Funktionen also nur den 
Zweck, der Rechnung in der Analysis die Hilfsmittel der gonio- 
metrischen und trigonometrischen Lehrsätze zu Gebote zu stellen, 
bezw. vorkommende mehr oder minder komplizierte Ausdrücke aus 
bekannten Grössen durch abkürzende trigonometrische Formen dar- 
zustellen oder die Auffindung der anzusetzenden Gleichungen zu 
erleichtern. 

Nicht selten weist ein solches Ausfallen der trigonometrischen 
Funktionen aus den Resultaten darauf hin, dafs die Anwendung 
derselben ein Umweg ist und daher durch eine kürzere Auflösung 
vermieden werden kann. So wird beispielsweise bei der vor- 
stehenden Aufgabe die Erwägung, dafs AX YB ein Sehnen-Viereck, 
also der Winkel CYX gleich CAB ist, auf die kürzere Kon- 
struktion führen, in welcher zwischen CB und CA eine Strecke 
gleich d unter gegebenem Winkel gegen CB mittelst einer Par- 
allelen zu CB eingetragen wird. 

2. Eine andere Behandlung erfordern die Aufgaben, in welchen 
eine oder mehrere Funktionen bekannter Winkel auch in den Re- 
sultaten der Rechnung vorkommen. Es sei z. B. die Aufgabe ge- 
stellt: Ein Dreieck aus einer Seite a, der Differenz der ihr an- 
liegenden Winkel B — y = ò und der Differenz der zu den beiden 
anderen Seiten gehörigen Höhen h, — h, = d zu konstruieren. 

Um behufs der Analysis eine Gleichung zwischen den ge- 
gebenen und einem unbekannten Stück aufzustellen, kann man 


he =a-sinB; h = a- siny, 
also 


d = a (sin ß — sin y) = 2a sin$ (B — y) cos 3 (B + y) 
= 2asinjósinj a 
setzen, woraus 
a 


2a sin 4 ò 
folgt. Durch ይ + y = 180" — ሀ und 8 — y = ó sind dann fB 


sin $ < = 
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und y, und durch a nebst den Winkeln ist das gesuchte Dreieck 
bestimmt. 

Zur Konstruktion zeichne man einen Winkel B = 3 ፅ, mache 
den einen Schenkel BC desselben gleich a, fälle von C auf den 
anderen Schenkel die Senkrechte CD, beschreibe über CD als 
Durchmesser den Kreis, sowie um D mit $d als Radius einen 
zweiten Kreis, welcher den ersteren in Æ und F schneide, ziehe 
durch den innerhalb des Dreiecks BCD liegenden Punkt E die 
Gerade CE und durch B die Parallele zu CF, welche CE in A 
schneide, so ist CAB das verlangte Dreieck. 

Der Beweis hat zunächst zu zeigen, dafs der Winkel e gemäls 
der für ihn entwickelten Gleichung richtig konstruiert worden ist. 
Es ist nämlich zufolge der Konstruktion leicht zu zeigen, dafs 
CD = a sin $0, ferner das Dreieck DOE ein rechtwinkeliges und 


folglich 


š DE d 
sin DOE = GT Basin Lë 


ist. Nun ist X BAC = ACF = 2- DCE, also fir X CAB = < 


d 

2a sin $0 í 

Hieraus folgt dann rückwärts der Beweis, dafs das Dreieck ABC 
die drei gegebenen Stücke hat. Es ist nämlich 1) BC = a nach 
Konstruktion; 2) X DBC = 4 ô = 90° — BCD = 90° — ACB 
— DCE = 90° — y — ła = 4B + y — y = ሏህ — y), also 
B — y = ð; 3) he ፦ h, wie oben gleich 2a sin $ô 8ኪ 3 ሀ, und 
8180 mittelst der vorstehenden Gleichung für sin 3 ነ, h, — h, = d. 


sin j < = 


3. Allgemein kann man zur Konstruktion der berechneten 
Ausdrücke die in letzteren vorkommenden trigonometrischen Funk- 
tionen bekannter Winkel durch Verhältnisse von Seiten recht- 
winkeliger Dreiecke ersetzen, welche letzteren man aus dem be- 
treffenden Winkel und einer beliebig angenommenen oder im 
Anschluls an die übrige Konstruktion zweckmäfsig gewählten Seite 
konstruiert. Man hat dann nur noch den so entstehenden Ausdruck 
(wie u. A. in des Verf. „Planimetrische Aufgaben“, Verlag von 
E. Trewendt, Breslau, Teil II auf 8. 72 ff. gezeigt ist) zu konstruieren. 

Ausdrücke von der Form # = a-sin «, y = a- cos < erhalten 
hiernach die geometrische Bedeutung der dem Winkel ሀ bezüglich 

1* 
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gegentiber- oder anliegenden Kathete eines aus diesem Winkel und 
der Hypotenuse gleich a konstruierten rechtwinkeligen Dreiecks. 


Entsprechend dient zur Konstruktion von a-tge, ዐ - cota, kr, 


oe? ein rechtwinkeliges Dreieck mit dem Winkel e und einer Ka- 
e 


thete gleich a. 

Wie konstruiert man hiernach Ausdrücke von der Form: 
1) a- cosa; 2) a:sine®; 8) a-cosw:tga; 4) a- sina: cota? 

Ebenso: 5) a- cosa- eos 8; 6)a-sine-cosB; 7) a- sina- sinf; 
8) በ - cos ፀ : cos ß? 

Ebenso: 9)a-cosa.tgB; 10)a-sin«-tgß; 11)a-cot«- 818 8? 

Ebenso: 12) a-cota.tgß; 13) a- cota:tgß? 

4. Statt durch rechtwinkelige” Dreiecke können endlich be- 
rechnete Ausdrücke zuweilen kürzer mittelst schiefwinkeliger Drei- 
ecke oder anderer Figuren konstruiert werden. 

Um z. B. einen Ausdruck von der Form æ = seme zu kon- 
struieren, kann man ein Dreieck aus einer Seite BC = a, einem 
ihr anliegenden Winkel B = und dem ihr gegenüberliegenden 
Winkel A = « zeichnen; die dem Winkel B gegenüberliegende 
Seite AC ist dann gleich z. Der Beweis folgt unmittelbar aus 


dem Sinussatz. Entsprechend kann y = acme als die dem Winkel B 


n 
gegenüberliegende Seite eines Dreiecks ABC konstruiert werden, 
in welchem BC = a, X A = ዐ, B = 90° — B ist. Ähnlich er- 
a cos B 
cos a 
Winkeln 90° — <, 90° — f. 


hält man z = aus einem Dreieck mit der Seite a und den 


Tie a wm ee ም ind. oa ተ #መሙ IR e der Höhe 


sin o 
AE eines Dreiecks ABC mit BC = a, XB=ß, X O= y gleich, 
ebenso y = Par gleich der Projektion von AC auf BC 


sin < 
und z = gleich dem unteren Abschnitt EH der Höhe 
a 


AE (wenn die Höhen CD und AE einander in H schneiden). 
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Wie konstruiert man in entsprechender Weise folgende Ausdrücke: 
1)a=Va F Zubeen y = Va? + ፻ + 2ab cos 7; 
z = Mia + by — dab cos y 2 ? 


8) a = A y = RP mit Hilfe des dem Dreieck ABC 
sin & sim @ 


umbeschriebenen Kreises? 


a- sin ĝ sin y a- eos ይ sin y a eos B cos y 
Fr T dE YU” Biru, 
a sin B sin y a cos ይ cos y a sin ይ cos y 

iui eee ,2:" 3) 4 ee ee. 


für <| ተ B ተ y = 90°? 

Ist ABC ein Dreieck mit den Winkeln Ze, 28, 2y und den diesen 
bezügl. gegenüberliegenden Seiten a, b, ር, und ist a + b + ር = 2s, 
o der Radius des einbeschriebenen Kreises, welcher die Seite AB = ር 
in ር, BC = a in A, berühre, sind endlich g,, ዐ, die Radien der betr. 


äufseren Berührungskreise, so ist 2 = 8 — a= A C,, y = s — b = B A,, 
Z = 8, ú = Q, V = Q, W = Qy 


Aufgaben zu 8 1. 


Auf der Seite AB eines gegebenen Dreiecks ABC (oder ihrer Ver- 
längerung) einen Punkt X zu bestimmen, so dals, wenn man von 
ihm die Senkrechten X Y, XZ bezüglich auf CA und CB fällt, 

1) XY ተ XZ gleich einer gegebenen Strecke s ist. 
8 — c sin 8 


Aufl. Für AX = z erhält man z = + 


; —— , woraus auch 
sin o — sin f 


2) XY — XZ gleich einer gegebenen Strecke d ist. 
AX = z = (d + c sin f) : (sin w + sin B) = c (d + h,) : (h, + ħa). 

3) XY-XZ=140B.0A= 46» ist. 
AX = x =} (e + Vet — fet: sin ነኝ = 4 (e + Ve? — 27%), 
4) XY. XZ = BZ. BC. 

AX = z = a ocot f : sin ሮ = 27 cot 0. 
5) XY. XZ = BX. BA. 

AX = z = c ፡ (sin æ» sin 0). 

6).X Y ..XZ = À BZ X. 

AX = z = ር ር08 f : (5 sin ሮ + cos f). 
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7) A BXZ = AXY. 
AX = z =cYsin 2f: (Vsin 2a + ysin 2 8) 
= ር(1/8ክ 8ወ- sin 2 8 — sin 2 p) : (sin 2a — sin 2), 


oder für c sin 24 = m, ር sin 28 = nist z = ር (mn — n) : (m — n). 


Zwischen zwei Seiten AC, BC eines gegebenen Dreiecks eine 
Transversale X Y so zu ziehen, dafs 
8) beide Teile des Dreiecks gleiche Umfünge haben und 
aufserdem das abgeschnittene Dreieck einen gegebenen Inhalt f° hat. 
z + y = 1 (a + b + ዕነ ወ — y) = 1 (a + b + %)* ef’ : sin y. 
9) die unteren Abschnitte AX, BY dieser Seiten einander 
‘gleich sind und das abgeschnittene Dreieck einen gegebenen In- 
halt f? hat. 
æ — y = a — b; (z + y) = (a — b)? + 8f?: sin y. 
10) beide Teile des Dreiecks gleiche Umfänge haben, wenn 
aufserdem die Länge d der Transversale gegeben ist. 
z + y= 1 (a + b + o) = s; (z — y) = sè — (è — d’): cos 4 ሃ*. 
11) die unteren Abschnitte AX, BY dieser Seiten einander 
gleich sind und die Transversale X Y eine gegebene Länge d hat. 
x — y = a — b; (z + 3" = (a — b) + [ም — (a — ዕ)ካ ፡ sin 4 y. 
12) dieselbe Tangente des dem Dreieck einbeschriebenen 
Kreises wird und eine gegebene Länge d hat. 
tt+y=a+b—c—d; (z — y) = [d — (+y) sin 47°]: cos 4y’. 
13) dieselbe Tangente des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises 
wird und von ersterem ein Dreieck abschneidet, dessen Inhalt gleich 
f? gegeben ist. 


(a +b — ot + 4f? cot hy. af 
ቁ a KK Et. E he 


14) sich dem Viereck A X Y B ein Kreis einbeschreiben läfst, wenn 
aufserdem die Summe der oberen Seiten-Abschnitte C Y, CX, z + y 
= 6 gegeben ist. ` 

D) (a + b — ፀሙ 0)? — o° sin 47" 
ety = 6; N Se ee “ር 


15) sich dem Viereck AXYB ein Kreis einbeschreiben lifst, 
wenn aufserdem das Verhältnis der oberen Seiten-Abschnitte C Y, 
CX, x:y =m :n gegeben ist. 


ee OS Bia EE 868 አዳኝ]. 


48 cos 4 ai 
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In einem Rhombus ABCD sollen von den einander gegenüber- 
liegenden Eckpunkten B und D aus auf den je anliegenden 
Seiten Stücke von gleicher Länge x abgeschnitten werden. Die 
Endpunkte dieser Stücke sind die Eckpunkte eines Rechtecks. 
Das letztere soll einer der in den folgenden Aufgaben 16—19 
gestellten Bedingungen genügen. (Man berechne z mit An- 
wendung eines Winkels e des gegebenen Parallelogramms. Die 
Mafszahl der Seite AB werde durch a bezeichnet.) 

16) Das Rechteck soll einen gegebenen Umfang 4s haben. 
8 — acos ka ` ነ 
sin 3 < — cos 3 ሮ 


== 


17) Die Differenz zweier aneinanderliegender Seiten des Recht: 
ecks soll gleich einer gegebenen Strecke 2d sein. 
d+a:cos ya 


z = —— 


sin +< + cos ye ` 


18) Das Verhältnis zweier aneinanderliegender Seiten des Recht- 
ecks soll gleich m:n gegeben sein. 


ma cos 4c 


t= moos a+ ጸ 99 1« 
19) Der Inhalt des Rechtecks soll gleich f° gegeben sein. 
2 — — s= 
2 cy 2 sin æ 
Anmerkung: Zu den Aufgaben 16—19 können besonders leicht 
auch Auflösungen mittelst algebraischer Analysis, also ohne trig. Funk- 


tionen, gefunden und mit den vorstehenden trigonometrischen zur Ver- 
gleichung zusammengestellt werden. 


20) Zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels A eine 
Gerade X Y von gegebener Länge a so zu ziehen, dafs das Drei- 
eck A XY einen gegebenen Inhalt f” hat. 

Für AX = z, AY = y, X XAY = < ist 

Le +y) =a kA cotta; (z — y) = a —4f tg Y a. 

Uber einer Seite AB eines Dreiecks ABC als Sehne einen Kreis- 
bogen zu beschreiben, welcher die Seiten AC, BC bez. in Y, X 
so schneide, dafs 

21) die Diagonalen des Vierecks AYXB zu einander senk- 
recht stehen. 
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Für CX =x, CY =y, XY = 2 ergiebt sich mittelst ax = by, 
b > 3 
3 5 == (በ — 2)? oye ብ ef kas ` 
e + z (a — x)? + (b — ህ)*, dals z ናሙ (1 — sin y) ist 


22) das Viereck AYXB einen gegebenen Umfang 2u hat. 


Bei gleicher Bezeichnung wie vorher und fiir a + b + c = 2s ist 
ፀ-፦ u) 8 Ka b(s— u). 
a cos $y? s—c 


8 2. 
Analysis mit Hilfe unbekannter Winkel. Einfache Aufgaben. 


1. Ist ein unbekannter Winkel œ behufs Auflösung einer 
Aufgabe zu ermitteln, so hat man eine Gleichung zu suchen, durch 
deren Auflösung eine Funktion dieses Winkels mittelst gegebener 
Stücke ausgedrückt wird. Man findet dann im allgemeinen e eben- 
falls durch Konstruktion eines rechtwinkeligen Dreiecks. Wird z. B. 


ሪ 
für sin ወ ein Ausdruck von der Form N gefunden, in welchem Z 


und N lineare Gréfsen sind, so mache man die Hypotenuse des 
Dreiecks gleich N, die eine Kathete gleich Z, und es ist dann oe 
gleich dem der letzteren Seite gegenüberliegenden Winkel des Drei- 
ecks. Entsprechendes gilt in selbstverständlicher Weise von den 
übrigen Funktionen des Winkels ø. 

Es sei z. B. die Aufgabe gestellt, durch einen innerhalb eines 
Kreises gegebenen Punkt P zwei zu einander senkrechte Sehnen so 
zu ziehen, dafs ihre Abstände vom Mittelpunkte zu einander in einem 
gegebenen Verhältnis m:n stehen. Setzt man hier den Winkel, 
welchen die Verbindungslinie M P des gegebenen Punktes und des 
Mittelpunktes mit einer der gesuchten Sehnen bildet, gleich ወ, so 


erhält man unmittelbar tang p = =. Zeichnet man also ein recht- 


winkeliges Dreieck, dessen Katheten bezügl. zwei beliebigen in dem 
gegebenen Verhältnis stehenden Strecken gleich sind, so sind die 
spitzen Winkel dieses Dreiecks gleich denjenigen, unter welchen 
man die gesuchten Sehnen an MP anzulegen hat. 


2. Um hiernach beispielsweise den Winkel ወ zu sin -1— ን 
b—a 


zu konstruieren, kann man zunächst diese Gleichung in sin g = n 
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umformen und dann ein rechtwinkeliges Dreieck mit der Hypo- 
tenuse gleich b und einer Kathete gleich p — a benutzen. 

ab 

Für cos g = (ei forme man zunächst um in wee ረር 


und benutze ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypotenuse gleich b 
und dessen eine Kathete gleich der mittleren geometrischen Pro- 
portionale zwischen a und b, also ein solches, in welchem die Pro- 
jektion der einen Kathete auf die Hypotenuse gleich o ist. 


2 
Für tang p = 5 konstruiere man zunächst die dritte Pro- 


2 
portionale zu b und a, also ¢ = > und benutze dann ein recht- 


winkeliges Dreieck, dessen Katheten bezüglich gleich b und ¢ sind. 

Für sin ወ = cos e zeichne ወ = 90° — « oder 00" + a; für 
tang p = sin « zeichne ein beliebiges rechtwinkeliges Dreieck mit 
dem Winkel e und dann ein zweites, welches mit dem ersteren 
in der diesem Winkel gegenüberliegenden Kathete übereinstimmt, 
und dessen andere Kathete gleich der Hypotenuse des ersteren ist. 

3. Wie kann man entsprechend beispielsweise Ausdrücke von 
folgenden Formen konstruieren? 


1) 6999 — 2. 2) tangp—=1+%; 3) TA 
| 2 


a e a? a 
Do —1⁄%; 5) sin p = ን፣፥ 6) cot p = 35; 


T)eosp=tang «; 8) sinp=sin«-sinß; 9)cosp—=sin«-cosß. 
sin e COS ወ 
10) cot p =cosa-cosB; 11) sing = <, 08 p መ= “ሥሥ. 
)cotp—=cosa:cosß; 11) sing snp? 12) cos p SC 
Ebenso: 
13) sin g = + Vue 14) cosp = Ysin e - cos B; 
15) tang p = sina + sin B; 16) cot p = ZS 


17) cos p =sine-VsinB; 18) sng = sine + cos «. 

4. In einzelnen Fällen wird die Konstruktion des gesuchten 
Winkels dadurch vereinfacht, dafs man den unbekannten Winkel 
unmittelbar gleich einem bekannten oder gleich einem in bekannter 
Weise konstruierbaren Winkel, z. B. 90°, 45°, 60° und dergl., 
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findet. Beispiele hierzu bieten die Aufgaben zu diesem $ unter 
Nr. 1—18. 

Im übrigen ist noch zu bemerken, dafs bei der Determination 
von Aufgaben, in welchen ein gesuchter Winkel vorkommt, auf 
die Zweideutigkeit der Bestimmung eines Winkels durch eine tri- 
gonometrische Funktion zu achten ist. 


Aufgaben zu $ 2. 

1) Es sei ein Quadrat ABCD gegeben; man soll von C aus 
eine Gerade ziehen, welche die Diagonale BD in Y und den dem 
Quadrate einbeschriebenen Kreis in X und Z so schneide, dafs 
CX + CZ = š CY ist. 

XACZ=9, cos p = 31/8, p = 80". 

2) Vom Eckpunkt D eines gegebenen Quadrates ABCD aus 
eine Gerade zu ziehen, welche die Diagonale AC in X und den 
dem Quadrate umbeschriebenen Kreis in Y so schneide, dafs DX 
= 2 XY ist. 

xX BDY = g; cosg = 41/8, 9 = 30°. 

3) An einen gegebenen Kreis sei eine Tangente gelegt, welche 
denselben in A berühre. Man soll vom Mittelpunkte C aus eine 
Gerade CX so nach der Tangente ziehen, dafs das Dreieck ACX 
durch die zum Durchschnittspunkt Y von CX mit dem Kreise 
gehende Gerade AY halbiert wird. 

X AC X = g; cosg = 4, ዋ = 60°. 

4) In einem Kreise, dessen Mittelpunkt C heifse, sei ein Durch- 
messer AB gegeben. Man soll eine Sehne XY parallel zu AB 
so ziehen, dals, wenn BY und AX einander auf ihren Verlänge- 
rungen in U treffen und CU die Sehne XY 18 Z schneidet, das 
Trapez AXYB dem Dreieck XYU inhaltsgleich werde. 

X BCY=9,tgp=1,9 = 45°. 

5) Unter denselben Voraussetzungen wie in der vorigen Auf- 
gabe soll das Dreieck ABU doppelt so grofs werden als das Recht- 
eck aus XY und CZ. 

X BOY = 9, cosg = 4, g = 60°. 

6) Von einem auf der Seite AB eines Quadrates ABCD 
gegebenen Punkte P aus nach der gegenüberliegenden Seite eine 
Gerade PX so zu ziehen, dafs, wenn DY und BZ auf PX ge- 
fällte Senkrechte sind, ZY = XY -+ PZ werde. 
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x BPX = ọ, tg2ọ = — 1,9 = 674". 
7) Im Dreieck ABC die Transversale CX nach AB so zu 
ziehen, dafs CX: AC = BX: BC ist. 
x BOX = ç = a. 


8) Die Höhe CD eines gegebenen Dreiecks ABC schneide 
den dem letzteren umbeschriebenen Kreis in E; man soll eine 
Sehne EZ dieses Kreises ziehen, welche AB in X und BC in Y 
so schneide, dafs XY=ZY wird. 

X CEZ = g; sin 28 = sin 29; p = ፀ oder p = 90° — ዷ 

9) Innerhalb eines gegebenen Winkels soll vom Scheitel A 
aus eine Strecke A P von gegebener Länge a so gezogen werden, dafs, 
wenn man von P aus die Senkrechten PX, PY auf die Schenkel 
198 Winkels fällt, das Dreieck APX doppelt so grofs werde 
als PXY. 

X PAX = p; tgp = — cot 2a, also p = 2 — 90°; a unbestimmt. 

10) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte M seien zwei zu 
einander senkrechte Durchmesser AB, CD gezogen. Man soll eine 
Sehne A Y, welche CM in X schneide, so ziehen, dafs AX. XM 
= CX-XY wird. 

x BAY = 9; tg29 = 1; » = 224°. 

11) Vom Eckpunkte A eines gegebenen Quadrates ABCD 
aus eine Gerade AX nach der Seite CD zu ziehen, welche die 
Diagonale BD in Y schneide, so dafs AY: XY = DY” wird. 

X DAX =p, sin2gp = 1, p = 45°; AX fällt mit AC zusammen. 


12) Ebenso, nur soll BY — DY = AY sein. 

sin (45° — g) = 4 = sin 30°; g = 15°. 

13) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C seien zwei zu 
einander senkrechte Durchmesser AB, EF gezogen. Man soll auf 
dem Bogen FB den Punkt X so bestimmen, dals wenn man die 
Sehnen AX, BX, EX zieht, von denen die letztgenannte CB in 
Y schneide, XA. XB = CY : XE wird. 

X BOX = g; sin (45° — 4 9) = sin g; ዋ = 30°. 


14) Unter denselben Voraussetzungen, wie in der vorigen 
Aufgabe, soll X so bestimmt werden, dafs XE = XA — XB wird. 


tg4p = 3 — 212; cosg = 41/5. 
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15) Vom Eckpunkte C eines gegebenen Quadrates ABCD 
aus eine Gerade CU nach der Seite AD zu ziehen, welche den 
dem Quadrate einbeschriebenen Kreis das erste Mal in X, das 
zweite Mal in Z schneide, so dals das Dreieck CZM doppelt so 
grofs als CXM werde, wobei M den Durchschnittspunkt der Dia- 
gonalen bedeute. 

X ACU = g, cos g = 1. 

16) In einem regelmäfsigen Sechseck ABCDEF soll eine 
Transversale AZ nach der Seite CD gezogen werden, welche den 
grolsen Radius MB in X schneide, so dals das Trapez XBCZ 
ein und einhalbmal so grofs als das Dreieck AXB wird. 

X BAX = g; coto = 4V3. 

17) Ein Kreis mit dem Mittelpunkte C werde von einer Wan- 
gente in A berührt, man soll eine Gerade CX nach der Tangente 
ziehen, welche den Kreis in Y schneide, so dafs das Dreieck C YA 
halb so grofs als das Dreieck AYX wird. 

X ACX = g, cos g = 1. 

18) In einem Kreis mit dem Mittelpunkte C sei ein Durch- 
messer AB gezogen; man soll eine zu AB parallele Sehne X Y 
ziehen, 80 dafs, wenn die Verlängerungen von A X und B Y einander 
‚in U treffen, das Trapez A B YX viermal so grols als das Drei- 
eck XYU werde. 

x YCB = gi tg 9 = 5. 

19) Unter denselben Voraussetzungen, wie in der vorigen 
Aufgabe, soll das Dreieck CX Y doppelt so grofs als das Dreieck 
XYU werden. 

cos p = 1. 

20) In den einem gleichseitigen Dreieck ABC umbeschriebe- 
nen Kreis eine Sehne XY parallel der Seite BA so zu ziehen, 
dals das innerhalb des Dreiecks fallende Stück derselben gleich 
der Hälfte der Sehne werde. 


X XCỌB = p, tg p = 31/8. Teilt also E die Höhe CD, so dafs 
ED = ኔ CD, so geht AE verlängert durch X, 


21) In den einem gegebenen Quadrate ABCD umbeschriebe- 
nen Kreis eine Sehne XY parallel zu der Diagonale AC so zu 
ziehen, dafs sie durch die Seiten DA, DC in drei gleiche Teile 
geteilt wird, 
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X CDY = ọọ, tgo —}. Zieht man also CE | BD, DE || AC, 
so schneidet EA den Kreis in Y. 

22) Uber den Seiten CD, AD eines gegebenen Quadrates 
ABCD als Durchmessern seien nach aufsen Halbkreise beschrieben. 
Man soll eine von den Bögen dieser Halbkreise begrenzte Gerade 
XY parallel zu der Diagonale CA so ziehen, dafs sie durch die 


Seiten CD, AD in drei gleiche Teile geteilt wird. 
X XDC = g; tgp = y. Vergl. 21. 


23) Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man 
soll von letzterem aus eine Strecke AX von gegebener Länge a 
so ziehen, dafs wenn man von ihrem Endpunkte X die Senkrechte 
XY auf MN fällt, XY: AY = m: n sei. 


tgp — ™. 


24) Auf dem Bogen AB eines Quadranten ACB (mit dem 
Mittelpunkte ር") den Punkt X so zu bestimmen, dafs die Flächen- 
inhalte der Dreiecke BCX und ACX zu einander in dem ge- 
gebenen Verhältnis m : n stehen. 

x XCB = g; tg g = m: n. 

25) Dureh einen innerhalb eines Kreises M gegebenen Punkt P 
eine Sehne XY zu ziehen, so dals die Differenz ihrer Abschnitte 
XP, YP einer gegebenen Strecke d gleich sei. 

MP — a, X X PM = g; cos g = d:2a. 


26) Ein Quadrat zu konstruieren, so dafs jede Seite oder deren 
Verlängerung durch je einen von vier in gerader Linie gegebenen 
Punkten geht. 

Sind A, B,C, D der Reihe nach die gegebenen Punkte und trifft 
die Seite X Y des Quadrats auf ihrer Verlängerung AD in D unter dem 
Winkel #, so ist fir BO = a, AD = b, AB = d, CD = ር, tang. 
= a : b oder tg g = (b — ፅ : (b — d) oder tg p = d: c. 

27) Von einem aufserhalb eines Kreises C gegebenen Punkte A 
seien an C die Tangenten AB, AD gezogen. Man soll AX so 
ziehen, dafs, wenn X der dem Punkt A am nächsten liegende 
Durchschnittspunkt dieser Geraden mit dem Kreise ist, XD? — X B° 
=r-AX ist. 

XC4AX=g; STEE für AC =a, AB = b. 
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28) Zwischen zwei parallelen Geraden- sei ein Kreis gegeben; 
man soll an letzteren eine Tangente ziehen, so dafs das zwischen 
den Parallelen liegende Stück derselben eine gegebene Länge habe. 


Sei a der Abstand der Parallelen, b die Liinge der Tangente, p der 
Winkel zwischen dem zum Berührungspunkt gehenden und dem zu einer 


der Parallelen senkrechten Radius, so ist sing = ት 


29) Von einem aufserhalb eines Kreises mit dem Mittel- 
punkte C gegebenen Punkte A aus eine Sekante AXY zu dem 
Kreise zu ziehen, so dafs das Dreieck CX Y dreimal so grofs als 
das Dreieck AXC wird. 

X CA X = g; cos g = oe für AC = a und die Tangente von A 
aus gleich b. 

30) An einem gegebenen Punkte Æ der Bande AB eines 
rechtwinkeligen Billards ABCD liegt ein Ball; derselbe soll so 
gestofsen werden, dafs er, nachdem er der Reihe nach an AD, 
DC, CB angeprallt ist, nach E zurückkehrt. Den Weg des 
Balls zu konstruieren. 

a 


AB =a, BC = b, X AEX = gç, X auf AD; cot p= > 


31) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 30, soll der 
Ball, nachdem er AD in X, DC in Y getroffen hat, nach dem 
Eckpunkt B gehen. 

2b 
AE = 6, AB=a, BC=b, < AEX = g; Kë ak 


32) Es sei ein Kreis M und innerhalb desselben ein Punkt P 
gegeben; man soll durch P eine Sehne XY so legen, dafs, wenn 
man den Durchmesser XZ zieht, ZY eine gegebene Länge b 
erhält. 


MP = a, X MPY =p; sing = + 


33) Zwischen zwei parallelen Geraden MN, MN’ sei ein 
Punkt P gegeben und durch P die Senkrechte zu den Parallelen 
gezogen, welche MN in A, M'N in B treffe. Man soll durch P 
zwischen MN und M'N’ die Gerade X Y so ziehen, dafs AX + BY 
gleich einer gegebenen Strecke ር sei. 

Für AP =a, BP = b, X APX = g ist tg g = — 

34) Ebenso wie in 33, nur soll AX — BY = ር sein. 


c 
ጽዋ መመመ” 
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35) Ebenso wie in 33, nur soll PX — PY = ር sein. 
Fi) 
ር 


« 
cos g = 


36) Ebenso wie in 33, nur soll AX zu PY in einem ge- 


gebenen Verhältnis m:n stehen. 
mb 


. H 
sin =: 
ዋ na 


Auf einer Geraden CD sei im Punkte C nach der einen Seite die 
Senkrechte CA = a, nach der anderen die Senkrechte CB 
= b> a errichtet. Man soll innerhalb des Winkels BCD 
eine Strecke CX von gegebener Länge ር so ziehen, dafs, wenn 
XY senkrecht auf CD ist, 

37) AY = BX wird. 


X XOY = g; sing =" +S. 
38) Ebenso dafs 4 Y? + BY* = AX’? + BX? wird. 
: b—a 
sin g = . 


Zwei gegebene Kreise sollen einander in den Punkten A und B 
schneiden; es wird eine durch A gehende Gerade verlangt, 
welche den einen Kreis in X, den anderen in Y schneide, 
so dafs, wenn man BX und BY zieht, 

39) BX + BY gleich einer gegebenen Strecke s ist. 


X YAB = ç, sing sR EH 
40) Ebenso dafs BX- BY gleich einem gegebenen Quadrate 
ist. 


sin E 


2VRr 
41) Ebenso, dafs B X° + BY? = p° ist. 
sin ọ = rn, 
2yR’+r: 
42) Ebenso, dafs XY eine gegebene Länge s hat. 
8 

ViR: — a+ Viri — a 

43) Auf einer Geraden seien die Strecken AB = a, BO = b 
neben einander abgetragen. Man soll in gegebener Entfernung r 


AB = a; sin g = 
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von B einen Punkt X bestimmen, so dafs AB und BC an dem- 
selben unter gleichen Gesichtswinkeln erscheinen. 
r — a) 


ዌቭ ABX = g, EM ae 


An zwei gegebene, einander von aulsen berührende Kreise, deren 
Mittelpunkte B und C seien, sei eine äufsere gemeinschaft- 
liche Tangente gezogen, und man habe die Centrale CB über 
B bis zu ihrem Durchschnittspunkt A mit der Tangente ver- 
längert. Man soll von A aus eine Transversale, welche den 
Kreis B in X und Y, den Kreis C in Z und U schneide, ziehen, 
so dafs (wenn R, r bezüglich die Radien von C und B sind) 

44) UX: YZ = R: r ist. 
(R +r 


x CAU = g; cos ም" "SOS Ten 


45) Ebenso, dafs UX- YZ = BO: 5 ist. 


e, Elte E 
sip p = —p 
46) Ebenso, dafs UX- YZ = Rr ist, 
—r 


“o= SOE 
47) Ebenso, dafs UX- YZ = AB? ist. 


818 ọ° = ik . 
48) Ebenso, በ85 UX. YZ = =: ፲- UZ ist. 


—r 
sing = 4 V2. ETE 


49) Es seien zwei einander von aufsen berührende Kreise mit 
den Mittelpunkten A, B und bezüglich den Radien R, r gegeben; 
man soll auf dem Kreise A einen Punkt X bestimmen, so dafs die 
von letzterem an den Kreis B gezogene Tangente X Y gleich der 
durch X senkrecht zur Centrale AB in den Kreis A gelegten 
Sehne ist, 

x XAB =ዋነ cos g = — ማሚ. 

50. Von einem aufserhalb eines Kreises mit dem Mittel- 
punkte C gegebenen Punkte A aus eine Sekante AXY zu dem 
Kreise zu ziehen, so dafs die Dreiecke CA Y und ACX inhalts- 


gleich werden. 
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Ist die von A an den Kreis gehende Tangente gleich b, AC = a, 


X CAX = p, so ist cos p = en . 


51) Von einem auf der Seite AB eines Quadrates ABCD 
gegebenen Punkte P soll nach der gegenüberliegenden Seite eine 
Transversale PX gezogen werden, so dafs die von den Eckpunkten 
D und B auf dieselbe gefällten Senkrechten zu einander in einem 
gegebenen Verhältnis m:n stehen. 


X XPB = 9, AB = a, AP = b; cot g = 


m (a — b) — nb 
RSS 4 a 


Insbesondere für ወ) m =n; coto ሙጨ ; B) መኣዛ, eg, 


52) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C sei eine Sehne 
AB = a gezogen, und durch A sei die Tangente an den Kreis ge- 
legt; man soll eine Sehne BY, deren Verlängerung die Tangente 
in X schneide, so ziehen, dafs X Y = BY wird. 
OA = ZART =p, ከእፍ፡፡ ci 
53) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 52), soll BY 
= AX werden. 


sin g = re Wird a nach dem goldenen Schnitt geteilt 
und ist æ der grifsere Abschnitt, so ist 27 sin ፍ = z = A 37. 

54) Zwischen zwei parallelen Geraden MN, M'N sei ein 
Punkt P gegeben, und von demselben seien auf jene Geraden be- 
züglich die Senkrechten PA = a, PB = b gefällt, Man soll durch 
P eine Gerade legen, welche MN in X, M'N’ in Y treffe, so dafs 
AX. BY gleich einem gegebenen Quadrate p? wird. 


X AP X = ç; tgp = 


d H 
Vab 

55) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 54), soll 
4 35 + BY? = p° werden. 


Be EN, 
Sieg 

56) Auf einer Geraden CD sei in C nach der einen Seite 
die Senkrechte CA = a, nach der anderen die Senkrechte CB =b 
errichtet; man soll innerhalb des Winkels BCD die Strecke CX 
von gegebener Länge c so ziehen, dafs, wenn XY senkrecht auf 
CD gefällt wird, AX? — B X° = X Y ist. 

X XCY = g; c: ee LE: 


Reıpr, trigonometrische Analysis. 
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57) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 56), soll CX? 
gleich dem arithmetischen Mittel aus A Y? und BY? sein. 
Zei eine? = a? + ዕጻ 
58) In einem gegebenen Kreise mit dem Mittelpunkte C einen 
Radius C Y zu ziehen, welcher eine gegebene Sehne AB so in X 
schneide, dafs CX? = AX- XB ist. 
Ist CD = a senkrecht zu AB, X XCD = 9, so ist r? cos g? = 565. 


59) In einem Kreissektor ACB, dessen Mittelpunkt C sei, 
soll ein Radius C X so gezogen werden, dafs, wenn man von X auf 
CA und CB bezüglich die Senkrechten X X,, XX, fällt und die 
Gerade X, X, zieht, X, X, : CA = XX, : XX, sei. 

x ACB = a, ACX = g; cot g = 1 + cota. 

60) In einen gegebenen Kreissektor ein Quadrat XYZU zu 
beschreiben, so dafs XU auf dem einen, Z auf dem anderen der 
begrenzenden Radien und Y auf dem Bogen liegt. 

Ist M der Mittelpunkt, X X MZ = <, Y M X = g, so ist cot p 
=1-+ cota. 

61) Ebenso wie in 60), jedoch sollen X und U auf dem Bogen, 
Y und Z auf je einem der begrenzenden Radien liegen. 

X Y MZ = 2a, X XMU = 2g; cotp = 2 + cota. 

62) In einen Kreis sei ein gleichschenkeliges Dreieck ABC 
einbeschrieben; man soll eine Sehne XY parallel zur Basis AB 
so ziehen, dafs dieselbe durch die Schenkel in drei gleiche Teile 
geteilt wird. 

I X XAC= 9, ABC = a; tgo = $ tga. 

63) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 62), soll der 
innerhalb des Dreiecks fallende Abschnitt der Sehne gleich der 
Summe der beiden anderen Abschnitte sein. 

tgp=tige. 

64) Von dem Eckpunkte B eines Dreiecks ABC eine Gerade ` 
zu ziehen, welche AC in X und den dem Dreieck umbeschriebe- 
nen Kreis in Y schneide, so das XY = 3 CY sei. 

x ABY = g; ዋ = sin ፡ (2 — cos e). 

65) Durch einen auf einem Kreise gegebenen Punkt P zwei 
Sehnen PX, PY unter gegebenem Winkel e zu einander zu ziehen, 
so dafs PX:PY=m:n wird. 
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3: MPX = 9; tgp = (" — cos a) : sin a. 


66) Es sei ein Dreieck ABC und auf AB ein Punkt D ge- 
geben; man soll ein Quadrat XYZU so zeichnen, dals UZ durch 
C, ZY durch B, XY durch D und die Verlängerung von UX 
durch A geht. 

BD =d, X DBY = g; tgp = (d — a cos f) : (c — asin f). 

67) Um ein gegebenes Viereck ein Quadrat zu beschreiben. 

tg DAX = (d — a cos « — ር sin ፅ) : (d — asina — c cos 9). 

68) Es sei ein Rhombus ABCD und auf der Verlängerung 
von AB ein Punkt P gegeben; man soll durch P eine Gerade 
ziehen, welche BC in X, AD in Y schneide, so dafs X Y = A Y ist. 


X BAD = <=, AB = aa, BP = b, X APY = g; sing 
== a sin « : (a + b). 


69) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C seien zwei zu 
einander senkrechte Radien CA, CB gegeben; man soll eine Sehne 
B X ziehen, welche CA in Y so schneide, dafs O Y? = XY. BY ist. 

X ACX = g; sin g = 1. 

70) Aufserhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkte C sei 
ein Punkt A gegeben. Man soll auf dem Kreise einen Punkt X 
bestimmen, so dals, wenn man AC und von A aus die Tan- 
genten AB, AD, sowie AX, BX und DX zieht, DX? — BX? 
ni AOWAX ኔዜ 

n 
X CAB = a, CAX = g; FP singe: 

71) Von dem Eckpunkte C eines Quadrates ABCD aus soll 
eine Gerade gezogen werden, welche den dem Quadrate einbeschrie- 
benen Kreis zuerst in X, dann in Z und die Diagonale BD in Y 
so schneide, dafs X Y = 9 YZ ist. 

X XCA = ሃነ sin g* = š (VE — °). 

72) In dem einem Quadrate ABCD umbeschriebenen Kreis 
eine Sehne DY zu ziehen, welche die Diagonale AC in X so 
schneide, dafs XY halb so grofs als die Seite des Quadrates wird. 
K XDB = g; cosp = ኔ (V2 + V34) = š (a V2 + V9at + 25a*) : a. 

73) Auf der Verlängerung eines Durchmessers CB eines 

Eh 
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Kreises M sei ein Punkt A gegeben; man soll von demselben aus 
eine Sekante AXY so zu dem Kreis ziehen, dafs das Viereck 
CBXY gleich dem Dreieck ACX wird. 


MA =a, X 04X = g; ‹89>= 51 Yet. 


74) Es sei eine Gerade MN nebst zwei auf derselben Seite 
dieser Geraden liegenden Punkten A, B gegeben. Man soll auf 
MN einen Punkt P bestimmen, so dafs X BPN = 2 APM ist. 


Sind AC =a, B D = b senkrecht auf MN, CD =c, X APM =p, 
1 


sa “ተ Va = tab TO, 
In einem Kreise seien zwei parallele Sehnen CD, EF gegeben, 
zwischen welchen der Mittelpunkt M liegt; der zu ihnen 
senkrechte Durchmesser AB schneide CD in H, EF in G. 
Man soll eine Sehne AZ ziehen, welche CD in P, EF in Q 
schneide, so dafs 
75) AP = QZ ist. 
MH =a, MG =b, X BAZ = g; sing = Ist BL 


= a — b auf BA abgetragen, so schneidet die in L auf AB senkrechte 
Gerade den Kreis in Z,- 


76) Ebenso, dafs PQ das arithmetische Mittel zwischen AP 


so ist cot p = 


a—b 


und QZ ist. 
cos g = ቋያ (Wie vorher, wenn AL = 3 (a ተ b) ge- 
macht ist.) 
77) Ebenso, dafs PQ = QZ ist. 
d cosg’ FM FS. ng MHS: AL = r + 2?2b +a; 
vgl. 76). 


78) Ebenso, dals PQ? = AP. QZ ist. 


(a + b)*: (r —a) +r + b 
2” 2 


79) Ebenso, dafs CP = EQ ist. 
Setzt man CD = 2a’, EF = 2V, so ist tg ọ = 
80) Ebenso, dafs CP = GQ ist. 


cos p! = 


; — z 


bpa 


a 
kak 
81) Auf einem Kreise einen Punkt P zu bestimmen, so dafs, 
wenn seine Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte M eine ge- 
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gebene Sehne AB in Q schneidet und C der Halbierungspunkt 
der Sehne ist, PQ = QC wird. 
MC=aXP0A=9; tgp =<. 


82) Von der Spitze C eines Dreiecks ABC soll nach der 
Grundlinie AB eine Transversale CP gezogen werden, so dafs die 
den Dreiecken ACP, BCP einbeschriebenen Kreise die Gerade CP 
in demselben Punkte berühren. 


2 cos 3 ወ cos sin cos 1 (ae — 
4: ዐጀፈመዩ, en አመር o 

83) Von einem Punkte A gehen vier Strahlen aus; auf dem 

ersten derselben ist ein Punkt B gegeben. Man soll von B aus 

eine Transversale ziehen, welche die anderen Strahlen der Reihe 

nach in X, Y, Z schneidet, so dafs X Y = YZ wird. 

AB=a, X BAX=a, XAY=ß, YAZ=ya+ß+y=BAZ=:, 

sin 8 sine — sing sinn ` 

cos œ sin y — sin ይ cos š 


ABZ = 9; tg % = 


84) In dem einen von zwei einander schneidenden Kreisen 
einen Radius zu ziehen, welcher durch den anderen halbiert wird. 


Ist die Centrale AB = ር, der Radius von A የ. r, der von B 
gleich R, XB der gesuchte Radius und der Winke asa letzterem 
und BA ‘gleich p, 80 ist 4c R cos ọ = R? — Ar? + 


85) Von dem Mittelpunkt B des einen von pr? einander 
schneidenden Kreisen A, B eine Sekante BZ zu dem anderen zu 
ziehen, so dafs der zwischen beiden Kreisen liegende Abschnitt 
derselben gleich dem vierten Teile der ganzen Sekante werde. 

Ist R der Radius von B, r der Radius von A, die Centrale AB 


= ር und X ABZ = 9, so ist 4c cos p =52፳--581/፳ጉሥ -- ዕጻ 
86) Auf dem äufseren von zwei koncentrischen Kreisen sei 
ein Punkt A gegeben; man soll durch denselben eine Sehne AZ 
ziehen, deren innerhalb des inneren Kreises fallendes Stück XY 
gleich AX ist. 
Ist C der Mittelpunkt, X C A Z = p, 80 ist 4 R cos = 3 V2 (R? — r. 
87) Um einen auf der Kathete AC eines bei C rechtwinke- 
ligen Dreiecks ABC zu bestimmenden Punkt P einen Kreis zu be- 
schreiben, der AB in U berührt und BC, bezw. deren Verlänge- h 
rung unter einer Sehne YZ schneidet, so dafs YZ = PU wird. 


i V3 + 2 sin < 
x PBA = oç; cot @ መመመ. 
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88) Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt 
zwei zu einander senkrechte Sehnen zu ziehen, so dafs dieselben in 


einem gegebenen Verhältnis zu einander stehen. 

Ist M der Mittelpunkt, P der gegebene Punkt, MP=a, XY die 
eine Sehne, X M P X = g, so ist (m? + n?) a? cos ፍ* = (m? — n?) r? 
+ n’a. 

89) Ein Sehnenviereck aus den vier Seiten zu konstruieren. 
+ Una da 

2 (ab + cd) ፡ 

90) Auf der Verlängerung der Seite BA eines Dreiecks 
ABC sei ein Punkt P gegeben; man soll durch denselben eine 
Transversale ziehen, welche AC in X, BC in Y so schneidet, 
dafs BY = 2 À X ist. š ; 

c + d) sine — 2dsin 

AP = by GPE ሚቹ) የዚ” Gian + ማሪ 
besondere d = ር, so wird p = 4 (ር — ይ. 

91) Auf der Halbierungslinie eines Winkels A sei ein Punkt P 
gegeben; man soll durch letzteren eine Gerade so ziehen, dafs die 
durch dieselbe von den Schenkeln abgeschnittenen Stücke AX, AY 
eine gegebene Summe s haben. 


AP=a, ዌ: XAP=a, APY=9; sing! = 


cos < = 


Ist ins- 


s- sing? 
8 — 2a cos w ` 
92) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 91), soll AX— AY 
= d werden. 


2atga 

Bam nr 

93) Durch ein Rechteck ABCD soll eine Transversale ge- 

zogen werden, welche die Diagonalen AC, BD bezüglich in X 

und Y, die Seiten BC, AD bezüglich in P und Z so schneide, 
dafs PX: XY: YZ= 1:3:2 werde. 


Für CP = z, BC = a, X ACB =<, ZPB = g ist tgp = 3tge, 
g = ġa. 


94) Von dem Endpunkte A eines Durchmessers AB eines 
Kreises soll in letzteren eine Sehne AY gezogen werden, welche 
einen zu jenem Durchmesser senkrechten Radius in X so schneidet, 
dafs AX — XY gleich einer gegebenen Strecke d ist. 


X BAY = g; 2r cos p? + d cos p = 2r; cosp =-= (VFF 167° — d). 


tg p = tg a. : 


95) Unter derselben Voraussetzung, wie in 94), soll AX*-+ X Y? 
= p° sein. 
47* cos p* — (p° + Ar?) cos p° + 57* = 0. 
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In einem Kreise ( sei ein Durchmesser AB gegeben, und durch 
A sei die Tangente an den Kreis gelegt. Man soll auf dem 
Kreise einen Punkt X bestimmen, so dafs, wenn man von ihm 
die Senkrechte XY auf die Tangente füllt und BX zieht, eine 
der folgenden Bedingungen 96)—98) erfüllt sei. 

(X ABX = pọ). 
96) BX = XY; 
(cos p? + cos p = 1), 
97) BX + XY =a; 


( ; Bene) 
cos p? — cos p = -1- 


2r 
98) BX— XY = d 
(Analog 97). 


§ 3. 
Aufgaben mit zusammengesetzten Winkeln. 


1. Statt des zunächst gesuchten Winkels p kann auch durch 
die Gleichung ein von demselben abhiingiger Winkel, wie $ 9, 
oe Le, wenn e ein gegebener Winkel ist, u. dgl. m. berechnet 
werden, dessen Konstruktion weiterhin in leicht ersichtlicher Weise 
zu derjenigen des Winkels # selbst führt. 

Wird z. B. die im vorigen $ zur Erläuterung benutzte Auf- 
gabe dahin abgeändert, dafs die Abstände der durch einen gegebenen 
Punkt P gelegten zu einander senkrechten Schnen eines Kreises vom 
Mittelpunkte M eine gegebene Summe s haben sollen, so hat man 
bei gleicher Bezeichnung wie vorher, und wenn MP = a ge- 
setzt wird, 

s = asin p ተ a cos ወ = a [sin p + sin (90° — eil 
= 2 6 8 45° cos (p — 45°) = a V2 cos (g — 45°), 
a a ረይ ያ 
also cos (p — 45°) ava 26 

Beschreibt man hiernach über einer Strecke AB = s als 
Durchmesser einen Halbkreis, halbiert AB in C, zieht den zu AB 
senkrechten Radius CD und durch A und D die Gerade, beschreibt 
um B mit MP als Radius einen Kreisbogen, der die Verlängerung 
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von AD in E schneide, und zieht BE, so it X ABE = gq, 
denn es ist BD = AD = 4s V2, cos DBE=BD:BE 
= $s V2 : a, also X D BE = p — 45°, mithin ABE = 9. 

2. Es können ferner statt eines unbekannten Winkels zwei 
oder mehr solche in die Rechnung eingeführt werden. Insbesondere 
empfiehlt es sich häufig zu der bekannten Summe zweier unbekannten 
Winkel die Differenz der letzteren zu berechnen, um dann die 
Winkel selbst in bekannter Weise aus der Summe und der Diffe- 
renz zu konstruieren. 

Es 861 2. B. die Aufgabe gestellt, ein Dreieck aus einer Seite c, 
dem ihr gegenüberliegenden Winkel y und dem Radius ọ des ein- 
beschriebenen Kreises zu konstruieren, so hat man für die beiden 
unbekannten Winkel «; 8 des gesuchten Dreiecks die Gleichungen 

« ተ B = 180° — y, 
c = o (cot 4a + cot 1 p). 
Aus der letzteren folgt 
ምሽ ኢሬ... 9 sin $ (a + B) 
einga ' ጩ4#ፅ sin j e sin $ B ' 
2፡ sin $ æ sin $ ፅ = 29 cos 1 y; 
e [cos 3 (e — B) — cos $ (a + B)] = 29 cos $y; 


6984 (6 e Bes ehrt 98547 


Konstruiert man nun zunächst einen Winkel C = y und in 
denselben mit dem Radius o den beide Schenkel berührenden Kreis 0, 
so ist die Berührungssehne DE desselben gleich 29 cos +y. Trägt 
man nun auf CD die Strecke OF = c ab, beschreibt über CF 
als Durchmesser den Halbkreis, welcher die Halbierungslinie des 
Winkels C in ር schneide, zieht FG, verlängert FG um GH 
= DE, beschreibt um F mit FH den Kreis, welcher den Halb- 
kreis in K schneide, und zieht EK, so ist X CEK = 3 (< — B), 
und da < C FG = 1 (< + ይ) ist, so ist X KFH = £, u. s. w. 


Aufgaben zu 8 3. 


1) Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man 
soll von letzterem aus eine Strecke AX von gegebener Länge a 


http://rcin.org.pl . 
RR kas WT: A A A 


$ 3. Aufgaben mit zusammengesetzten Winkeln. 95 


so ziehen, dafs, wenn man von ihrem Endpunkte X aus die Senk- 
rechte XY auf MN fällt, XY-AY gleich einem gegebenen 
Quadrate b? sei. 

sin 2p = 2b? : በጻ 

2) Auf dem Bogen AB eines Quadranten ACB einen Punkt P 
zu bestimmen, so dafs die Inhalte der Dreiecke APB und PCB 
in einem gegebenen Verhältnis m:n zu einander stehen. 

x POB = g, tg 4ዋ = (n — m) : n. 

3) Innerhalb eines Kreises K sei ein Punkt A gegeben; man 
soll die Punkte P und Q auf dem Kreise so bestimmen, dafs 
x PAQ = 90° und AP = 2 AQ ist. 

x PAK = 9, AK = a; 20a2.sin 29 = 25a? — 97ጻ. 


4) Um jeden der Eckpunkte A,B eines gleichseitigen Drei- 
ecks ABC sei über der gegenüberliegenden Seite als Sehne ein 
Kreisbogen beschrieben. Man soll zwischen diesen Kreisbogen eine 
Gerade XU parallel zu AB ziehen, welche AC in Y, BC m Z 


schneide, so dals YZ gleich 4 XU werde. 
2h a 


X XBC=9; tg tp =—tV8 = 2:2 = ç` 
5) Zu einem gegebenen Durchmesser AB eines Kreises soll 
eine parallele Sehne X Y gezogen werden, so dals das Trapez ABYX 
doppelt so grofs ist als das Quadrat über seiner Höhe. 
x AMX = g, coot 4 ዋ = 5. 


6) In einem Kreise seien zwei zu einander senkrechte Radien 
CA, CB gegeben; man soll eine Sehne AX ziehen, welche CB 
in Y so schneidet, dafs das Dreieck CA Y gleich dem Quadrate 
über XY wird. 

X COAX =p, 8-sin2p = V65 — 1. 

7) Von einem zu bestimmenden Punkte des einen von zwei 
Kreisen, die einander von aufsen berühren, soll eine Tangente an 
den anderen gelegt werden, welche gleich der Projektion des zu 
jenem Punkte gehörigen Radius auf die Centrallinie ist. 


sin gp = y E ፦ 1፡2 . (ዌ der Winkel zwischen dem 
Radius und der Projektion.) e 

8) Ein Trapez, in welches sich ein Kreis beschreiben läfst, 
zu konstruieren, wenn die beiden parallelen Seiten a,c und ein 
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an der gröfseren a dieser Seiten liegender Winkel e desselben ge- 


geben ist. 
lst ፀ der andere Winkel an a, so ist tg} ß = c - cot ye : a. 


~- 


Innerhalb eines gegebenen spitzen Winkels soll vom Scheitel A 
aus eine Strecke AP von gegebener Länge a so gezogen 
werden, dafs, wenn man die Senkrechten PM, PN auf die 
Schenkel jenes Winkels fällt, und b eine gegebene Strecke be- 
deutet, 

9) PM- PN =ù ist. 
X PAM = 9, PAN = y, M AN = a<; g + yp = a, cos (p — 4) 
2b? 


ሄ 
sr ያፒ 608 w od. cos (2p — a) = IA cos a. 


10) PM? — PN? = b° ist. 
gp + p = e; sin (p — 9) = Teng 7 sin (2ዋ — e). 
11) der Inhalt des Vierecks AN PM gleich ዕ" ist. 
2b? 
a? sin e ` 
12) das Viereck ANPM halb so grofs als das Rechteck aus 

AM und AN ist. 

cos (p — p) = cos (2p — a) = 


cos (p — Al = cos (29 — a) = 


608 œ s 
Sane N (a unbestimmt). 


13) das Viereck ANPM doppelt so grofs als das Rechteck 
aus PM und PN ist. 


cos (p — Y) = እ አድ) (ወ unbestimmt). 


14) das Dreieck AMN doppelt so grofs als PMN ist. 
cos (p — yw) = 3 cos «; (a unbestimmt), 

15) das Dreieck AMN sich zu PMN wie m:n verhält. 

m+n 


mon 
16) das Dreieck PMN gleich b ist. 


608 a. 


cos (p — 4) = 


ኤ cos (p — ሄ) = 2225 a T 608 e. 
17) das Dreieck AMN gleich dem Rechteck aus PM und PN ist. 
cos (ወ — ሄ) = es cos a. 
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18) Innerhalb eines gegebenen Winkels vom Scheitel A aus 
eine Gerade so zu ziehen, dafs, wenn zwischen die Schenkel des 
Winkels eine andere Gerade X Y von gegebener Länge ር so ein- 
getragen wird, dafs sie zu der ersteren (in P) senkrecht steht, 
die Differenz der Abschnitte XP — PY gleich einer gegebenen 
Strecke d sei. , 

X A = e, PAY sg, XAP = w; sin (z — 59) = sin (y — 9) 
= dsin e : c. 

19) Innerhalb eines gegebenen Winkels vom Scheitel A aus 
eine Gerade AP von gegebener Länge ይ zu ziehen, so dafs, wenn 
die in P auf AP errichtete Senkrechte die Schenkel des Winkels 
bezüglich in M und N schneidet, PM - PN = b° ist. 


2 2 
cos (p — Wl = = ቷ nr 608 a. 


20) Durch den Berührungspunkt A einer Tangente eines 
Kreises sei eine Sehne A B = a gelegt; man soll eine zweite 
Sehne BY ziehen, deren Verlängerung über Y die Tangente in X 
schneidet, so dafs A AB Y = 0? ist. 

2b? 


: a 
x ADBY = o; 8889 = + 508 (O T Mer 098፻ ሙ 5 


21) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 20), soll A AB Y 
= AYX werden. 
Ari — a? 


a pn pa 
cos 2p = cos @ ip 


22) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte ር" seien zwei 
einander unter dem Winkel œ schneidende Durchmesser AB, DE 
gegeben; man soll eine Sehne EX ziehen, welche CB in Y so 
schneide, dafs die Dreiecke DXY und ECY inhaltsgleich werden. 

x DEX = g; sin (< + 59) = $sin g. 

23) In einem bei C rechtwinkeligen Dreieck ABC eine Trans- 
versale AX nach BC so zu ziehen, dafs AX? = AC- BX wird. 
x CAX = g; sin (z ፦ 59) = 2 cos e — sina. 

24) Ein Winkel A sei in zwei Teile «, ß geteilt; auf dem einen 
Schenkel desselben (der zugleich Schenkel des Teiles « ist) sei eine 
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Strecke AB abgetragen. Man soll durch B eine Gerade ziehen, 
welche den anderen Schenkel in Y und die Teilungslinie in X 
schneidet, so dafs AX das geometrische Mittel zwischen BX und 
XY ist. 

ABY = g; cos (« + B + 59) = 5 cos (a — cos (« — B); 
AB abis P EEP ፀ 


25) Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man 
soll von letzterem aus eine Strecke AX = a so ziehen, dafs, 
wenn man von X aus XY unter gegebenem Winkel X YA = < 
gegen MN zieht und b eine gegebene Strecke bedeutet, AY. XY 
= b° sei. 


2h? si 3 
cos (። ተ 89) = cosa — SP eine’ 


Durch einen auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt M gegebenen 
Punkt P die Sehnen PX, PY zu ziehen, welche mit einander 
einen den Mittelpunkt einschliefsenden Winkel gleich œ bilden, 
so dafs, wenn æ eine gegebene Strecke bedeutet, eine der 
folgenden Bedingungen 26)—31) erfüllt ist. 


26) PX + PY = 2a. 


X MPX= 9, MPY = 4; cos 4 (p — 4) = cos (p — die GE 
27) PX— PY = 26 
h sin 4 (p — 9) = sin da — 9) = SE 


28) PX: PY = aš. 
a? 
cos (ወ — tp) = cos (2 g — 6) = ç: 0080. 


29) PX? — PY? a. 


sin (p — 9) = sin (e — 29) = ከ” 
30) PX + PY? =a’. 
a? — 4r? 
rts ales Ce 


31) PX+ PY+ ጃጀ. 


2cos 4 (p — 4) = ማምን ፦ 2 sin 4 a. 


Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt zwei zu 
einander senkrechte Sehnen zu ziehen, welche 
32) eine gegebene Summe 20, oder 


C. 
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33) eine gegebene Differenz 2b haben. 
Zu 32) u. 33): at cos Zei = b? (Ar? — 2a? — b’). 
34) eine gegebene Differenz ihrer Quadrate haben. 
cos 2 g = 1 b? : a’. 
35) ein gegebenes Produkt haben. 
a‘ sin 2g? = bt — 4r? (r? — a?). 


36) Durch einen gegebenen Punkt in einen gegebenen Kreis 
zwei zu einander senkrechte Sehnen so zu ziehen, dafs ihre Ab- 
stiinde vom Mittelpunkte eine gegebene Differenz haben. 


sin (p — 45°) = zer, 

37) Ein Quadrat zu zeichnen, welches innerhalb eines ge- 
gebenen Quadrats so liegt, dafs man jeden Eckpunkt des ersteren 
mit je einem Eckpunkt des letzteren so verbinden kann, dafs die 
Verbindungslinien mit je einer Seite des letzteren gleiche Winkel 
bilden, und dafs dieselben, ebenso wie die Seiten des neuen 
Quadrats, halb so lang sind als die Seiten des gegebenen. 

Bestimme den genannten Winkel. cos (45° — g) = § V2. 


38) Durch einen in einem Kreise gegebenen Punkt zwei 
Sehnen zu ziehen, welche mit einander einen gegebenen Winkel « 
bilden, so dafs die Summe ihrer Abstände vom Mittelpunkte gleich 
einer gegebenen Strecke s ist. d 

8 
Zasin ie 

39) Ebenso wie 38), nur soll die Differenz der Abstände gleich 
einer gegebenen Strecke d sein. 


cos (p — 4a) = 


d 


sin (p — Ae = Qacosta’ 


40) Auf dem kleineren der zu einer gegebenen Sehne AB 
gehörigen Kreisbogen den Punkt X so zu bestimmen, dafs A X- BX 
gleich einem gegebenen Quadrate b? wird. 


2 
X BAX = ç, AB = a = ፪ኛ sin <; cos (2 — a) = 25 ተ cos a. 


41) Ebenso dafs, wenn durch X der Durchmesser X Y ge- 


[` map 
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zogen wird, die Flächeninhalte der Dreiecke AXB, AYB sich zu 
einander wie m:n verhalten. 


n- m 
n— m 
42) Ebenso dafs, wenn C der Mittelpunkt ist, A AXB: ACB 


== ጎዜ : #6 ist. 


cos (29 — e) = 608 6 


cos (29 el = m" 608 6. 

43) Auf der Höhe OD eines Dreiecks ABC ist ein Punkt P 
gegeben; durch denselben soll eine Transversale gelegt werden, 
welche BC in X, AC in Y schneide, so dafs das Viereck CY DX 
ein Sehnenviereck wird. 

CP=e, PD=f, < — 8 = 0, XCPY=9; cos (59 — d 

_ h cos y — ecosd 
ፍወ መርቅ 

44) Es sei ein Dreieck ABC mit dem ihm umbeschriebenen 
Kreis und der Höhe CD gegeben, deren Verlängerung den Kreis 
in Æ schneide, Man soll eine Sehne EZ dieses Kreises ziehen, 
welche BD in X so schneide, dafs XE = CZ werde. 

X C EZ = g; sin 2p = 2 cos ር cos B = DE: r. 

45) Es sei ein Dreieck ABC mit dem ihm umbeschriebenen 
Kreis und dem Durchmesser AZ dieses Kreises gegeben; man soll 
eine Sehne EZ des letzteren ziehen, welche CB in X und AB 
in Y 80 schneide, dafs X Y = YZ wird. 

X AEZ = g; sin (8 — y + 29) = sin < + 2 sin ($ — y). 

Auf einem gegebenen Kreisbogen AB einen Punkt P zu bestimmen, 
so dals, wenn PP,, PP, bezüglich senkrecht zu den Radien 
CA,CB gezogen werden, und P, P, von CP in Q geschnitten wird, 

46) PP? == PP; - PP, ist. 

X ACB = a, ACP = g; cos (2p — e) = 2sin 6* + cos a. 

47) P, Q — P,Q = d ist. ñ 

tg 29 — a) CC 
48) PP, — PP, = d ist. 


sin (p — 4a) aech 


2rcos ሠ 
49) Im Dreieck ABC die Transversale CX nach AB so zu 
ziehen, dafs CX = 1(A X + AC) wird. 
x BCX = g; cos} (B — y + 29) = 2 sin ke, 
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50) Ein Dreieck ABC aus dem Umfang 2s, der Höhe h auf 
AB und dem Radius o; des der Seite AB anbeschriebenen tiufseren 
Berührungskreises zu konstruieren. 


e.: S = tg 47; cos 4 (e — f) = (h 6084 y ተ «8 $ y) : s. 
Ein Dreieek zu konstruieren aus 

51) ha + he = s, b, B; 

(cos 4 ie ara Se va) 
52) he — ħa = d, b, B; 

d d 

(sin Ais —) = 55819) 
53) he — h, = d, a + c = s, 8; 

(a — c = d : sin B; cot $ (a — y) = 2s sin $ ይ : d). 

54) b + c= s, r, a; 

Sig a sam 
55) a + b == s, c, he; 

s? — ¢? Be 

(ወዩ47 መ Dee vr ui $ (z p = — sin 277 
56) a + b + c = 2s, h, y; 
(eos 4 (e — B) = cos 17 + sin 47). 

57) he, r, 7; 

(cos (œ — B) =} — cos y). 
58) a, b + c = s, 9; 

(te 1 a = 7°; 0 ne). 

59) b + c= 8, o, &; 


(vgl. 58). 
60) 0) /5) 7; 
(cos 4 (e — B) = (h — e) sin 47 ፡ ei, 
61) @, G, «; 
! (cos 4 (B — 7) = H cos ie ተ sin 4 a). 
62) Q, 7, 4; 
(sin “= 4; 608 3 (ፀ — y) = at 2e cot 15), 


4r cos ie 


63) Q, Qa, 4; 
(tg $a = (e, — ẹ) : a; cos 3 (ፀ — ሃ) = (e, + e) cos 4 < : a). 
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64) ር, a:b = m:n und der den Winkel y halbierenden Trans- 
versale w. 


(sin 4 (B — a) = 
65) w, he, 7; 


nm m). cot by = te 


2cmn 


tg 4 (B — @)). 
(cos 4 (B — a) = h : w). 


Durch die Spitze C eines Dreiecks eine die Grundlinie nicht 
schneidende Gerade zu ziehen, so dafs, wenn AA,, BB, be- 
zügl. die von den anderen Eckpunkten A, B des Dreiecks auf 
diese Gerade gefüllten Senkrechten sind, 

66) CA, - CB, gleich einem gegebenen Rechteck g: q sei. 


K CAA, = g; cos (y + 29) = cosy — BL. 
67) AA, BB, = p : q sei. 
cos (y + 2g) = “4 cosy, 


68) In einem Dreieck ABC eine Transversale zu ziehen, 
welche AC in X, BC in Y schneide, so dafs AX = X Y = YB ist, 
X BAY = g; sin (2g — a) = sin 8 — sin a. 

69) In einem Dreieck ABC eine Transversale von gegebener 
Länge d zu ziehen, welche AC in X, BC in Y schneide, so dafs 
X XYA = CBA und BY = AX ist. 

X BAY = g; cos (29 ተ y) = cosy — 2 sin ፅጻ 


84 
Konstruktion von Winkeln durch schiefwinkelige Dreiecke. 


1. Die Konstruktion eines gesuchten Winkels geschieht zu- 
weilen vorteilhaft, statt durch unmittelbare Anwendung recht- 
winkeliger Dreiecke, durch solche von schiefwinkeligen Dreiecken 
oder anderen Figuren, wie nachstehendes Beispiel zeigt: 

Aufgabe: Ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren, von dem 
zwei Eckpunkte auf gegebenen parallelen Linien liegen und der dritte 
ein zwischen letzteren gegebener Punkt ist. 

Analysis: Es seien L,, L, die gegebenen parallelen Geraden 
und X auf Z,, Z auf Z,, P zwischen L, und L, die Eckpunkte 
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des gesuchten Dreiecks; ferner sei durch P die Senkrechte AB 
zu den zwei Parallelen gezogen, und die Mafszahlen der betreffen- 
den Abschnitte AP = a, BP = b seien als gegebene Grifsen be- 
trachtet. Die Lage von PX und damit dann auch das gesuchte 
Dreieck selbst wird bestimmt sein, wenn der Winkel APX=p 
bekannt ist. Setzt man nun XP = PZ = 2, so ist 

a = g cos p, b = z cos (180° — p — 60°) = z cos (120° — g), 
also 

b : a = cos (120° — g) : cos g. 
Hieraus folgt 


120° in 120° si 
ሎር... n, 120° + sin 120° - tang e, 
p 


also S 
2, Sak d i as ‹.. 

TE cos 120°): sin 120° oder eh deeg A 

Die Vergleichung dieses Resultats mit einer bekannten Formel 
der Trigonometrie zeigt, dals 90° — g gleich einem Winkel eines 
Dreiecks ist, in welchem zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel bezüglich gleich a, b, 120° sind, und führt somit zu 
folgender 

Konstruktion: Vom Punkte P fälle man auf die Parallelen 
die Senkrechte, welche Z, in A, Z, in B schneide; darauf kon- 
struiere man über AP als Seite ein gleichseitiges Dreieck APC, 
verbinde C mit B, fälle auf CB die Senkrechte PD, verlängere 
dieselbe über P, bis sie Z, in X schneidet, lege an XP in P eine 
Gerade unter einem Winkel XPZ = 60° an und "verbinde den 
Durchschnittspunkt Z dieser Geraden und der Linie L, mit X. 
Das Dreieck XPZ ist das verlangte. 


Beweis: Behält man die in der Analysis gebrauchten Be- 
zeichnungen für AP, PB, XP und den Winkel APX bei, so ist 


PZ + cos (180° — p — 60°) = b, also PZ = b : cos (120° — g). 


Nun ist 
a SN — “sin 120° _ 
X PBC = 90° — DPB = 90° — ç, tg PBC =" 
also 
e b — a cos 1209 
8 P = 8ክ 120° 
Reıpr, trigonometrische Analysis. 3 
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Ferner ist 
a ን 
x cos ወ = a, also cos ወ = = und sin ወ = tg g : cos ወ 


ይ 120° 
= OS} cos (120° — p) = cos 120° cos p + sin 120° sin p 


z sin 120° — 
+ 0.9 , b—acosi20°_b 
cos 120 Spt መጭ omer my 
also endlich 
` PZ =b: = == z, 
z 


Mithin ist das Dreieck XPZ gleichschenkelig, und da der 
Winkel ZPX desselben gleich 60° ist, so ist es gleichseitig. 

Diskussion: Das Dreieck XPZ läfst sich auch auf der 
anderen Seite von AB konstruieren, erhält aber dabei dieselbe 
Gröfse, wie vorher. Die Konstruktion ist stets ausführbar. Ist P 
von den beiden Parallelen gleichweit entfernt, so wird ọ = 60°, 
und die Konstruktion vereinfacht sich hiernach erheblich. 

2. In ähnlicher Weise kann man die Ausdrücke 


GI a cos 8 a cos ß 


F asi 
sm g = KEN DEE CC cos z = we: ae, 
wie folgt konstruieren: In einem Dreieck ABC mit den Seiten 
BC = a, AC =b und dem Winkel B = B ist der Winkel A 
gleich x. Konstruiert man das Dreieck statt mit dem Winkel 8 
mit B = 90° — B, so ist X A = y und z gleich dem Komple- 
ment von A. 

Konstruiert man ferner ein Dreieck ABC aus den Abschnitten 
BD =p, AD = q, welche die Höhe auf AB bestimmt, und dem 
Winkel B = ß oder dem Winkel A = «, so ergiebt sich, dafs 
zur Konstruktion von 


ደ 3 
‚tgy= ë SE 


er A= x, BCD= y, ACD = g; B= ist: 
Wie konstruiert man entsprechend 
a+ 12 e? a + b° a? — b° 


cosy = cos z መ — 
2ab 2 # 2ac ’ 2ac 


-cot 
, cote =E, 


, cots = 


p:tgB 
q 


? 


1) cos z = 


Die Konstruktion von y und z wird auf die von z mittelst 
der Substitution b? = c? — d, bezw. b? = d? — ርቾ zurückgeführt. 
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2) sin z = sin ሮ + sin B, cos y = sin « + sin B, cos z = cos ወ + cos 8. 

Konstruiert man um ein Dreieck ABC mit den Winkeln «, B 
den umbeschriebenen Kreis, so sind die zur Sehne a + b ge- 
hörigen Peripheriewinkel des letzteren gleich z und der kleinere 
derselben ist gleich 90° — y. z erhält man in entsprechender 
Weise, wenn man die Winkel z, e, 8 durch ihre Komplemente 
ersetzt. 


Aufgaben zu $ 4. 

1) Durch den Eckpunkt C eines gegebenen Dreiecks soll 
innerhalb des “letzteren eine Gerade so gezogen werden, dafs, wenn 
man auf dieselbe die Senkrechten AA,, BB, füllt, AA,: BB, 
gleich einem gegebenen Verhältnis m : n ist. 


a - sin (180° — 
X ACA, = g; tg e = — zn 
Š b — በ608(180" — ነ) 


2) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 1), soll CA, : C B, 
= m: ## sein. 

tg A, AC analog tg ọ in 1). 

3) Durch einen gegebenen Punkt P eines Kreises in letzteren 
zwei Sehnen PX, PY zu ziehen, welche mit einander den Winkel e 
bilden, so dafs PX: PY = m:n ist. 

X KPY = y; tg (90° — g) = 8 sin w : (m — n cos o). 


Auf einer Geraden sei ein Punkt A gegeben. Man soll eine Strecke 
AX = a so ziehen, dafs, wenn XY unter gegebenem Winkel 
XYA=« gegen jene Gerade gezogen wird, 

4) AY:XY=m:n ist. 


tg p roy abe ooh wie tg (90° — g) bei 3) oder sin + : sing = m : n, 
ዋ ተ py = 180° 


5) AY + XY =b ist. 

sin (p + Ye): sin $e = b: a. 
6) AY — XY =b ist. 

cos (p ተ 1 e) : cos a = b: a. 
7) Im Dreieck ABC die Transversale CX nach einem Punkte 

von AB so zu ziehen, dafs CX: BX = AB: AC wird. 
X BCX = g; sin g : sinf = b : c. 

8) Auf der Hypotenuse AB eines rechtwinkeligen Dreiecks 


ABC einen Punkt X so zu bestimmen, dafs C X? = AX?— B Xš ist. 
8* 
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X BCX = g; sing: sin f =b: c. 
9) Ein Dreieck zu konstruieren aus a:b = m: n, ር, r. 


siny = > %3 (z — f) = SCT 
10) Ein Dreieck zu konstruieren aus a:b = m:n, e, e — B = ò. 


Wine ary cot 4 ð. 


11) Auf dem Bogen AB eines Kreissektors ACB soll ein 
Punkt X bestimmt werden, so dafs die Verbindungslinie der Fufs- 
punkte der von X auf die begrenzenden Radien gefüllten Senk- 
rechten durch C X in einem gegebenen Verhältnis m:n geteilt 
werde. 

X ACX = g; tg 2g = m . sin 2« : (n + m - cos 2a). 

12) Innerhalb eines gegebenen spitzen Winkels soll vom 
Scheitel A aus eine Strecke AP von gegebener Länge a so ge- 
zogen werden, dafs, wenn man die Senkrechten PM, PN auf die 
Schenkel jenes Winkels fällt, A APM: APN = m:n ist. 

X PAM = g, MAN = ሀሮ; tg 2ọ wie in 11). 


Anmerkung: Hierher liifst sich auch ein Teil der Aufgaben des 
8 3. ziehen, z. B. die Nummern 55), 58)—60), 63) u. a. m. 


8 5. 
Konstruktion von Winkeln aus unentwickelten Gleichungen. 


1. Ein den vorigen ähnlicher Fall findet statt, wenn für zwei 

gesuchte Winkel Gleichungen von der Form 
g + y = c; sin g : sin y = m: m 

gefunden werden. Man sieht dann unmittelbar ein, dafs o und p 
bezüglich gleich zwei Winkeln eines Dreiecks sind, in welchen der 
dritte Winkel gleich 180° — G ist (für o < 2 R) und die jenen 
Winkeln gegenüberliegenden Seiten sich zu einander verhalten wie 
m:n. Man konstruiert also die gesuchten Winkel unmittelbar, 
indem man zwei beliebige Strecken a,b so bestimmt, dals a:b 
= m:n ist, und aus ihnen als Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel gleich 180° — e ein Dreieck konstruiert. Der Winkel dieses 
Dreiecks, welcher der Seite a gegenüberliegt, ist dann gleich 9, 
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der der Seite b gegenüberliegende gleich wy. Der Beweis ergiebt 
sich leicht mit Hilfe des Sinussatzes. 

Ist 6>2R, so benutze man die Supplemente von ወ und y. 

Das vorstehende Beispiel ergänzt zugleich als solches die 
frühere Besprechung des Falles, dafs mehr als ein unbekannter 
Winkel gesucht wird. Aufserdem zeigt dafselbe, dafs es nicht immer 
erforderlich ist, die für unbekannte Winkel gefundenen Gleichungen 
auf je eine Funktion der ersteren aufzulösen, indem man zuweilen 
die Konstruktion der Winkel auch aus unentwickelten Gleichungen 
abzuleiten vermag. Dieser letztere Fall soll im folgenden noch 
näher besprochen werden; hier sei in dieser Beziehung noch be- 
merkt, dafs man die obigen Gleichungen, die man auch in der Form 

p + y = o; asing = b siny 
gegeben voraussetzen darf, beispielsweise noch durch folgende Kon- 
struktionen auflösen kann, so dafs man bei jeder einzelnen bezüg- 
lichen Aufgabe die für letztere vorteilhafteste auszuwählen im- 
stande ist: 

ሀ) Konstruiere ein Dreieck ABC, in welchem CB = a, 
CA =b und < C = ist, und ziehe in ihm die Mittellinie CD, 
dann ist X BOD = », ACD = y. 

ß) Zeichne AD = b, verlängere AD um DB = a, kon- 
struiere über AB ein gleichschenkeliges Dreieck ACB, so dafs 
x ACB = o, ziehe CD, so it X ACD = o, BCD = y. 

Die Beweise der Richtigkeit dieser Konstruktionen können als 
Übungsaufgaben dienen. 

2. Auf analoge Weise, wie die vorstehenden, können die 
folgenden Gleichungen durch Konstruktion aufgelöst werden: 

a) p — y = ó; sin g : sin y = 4: b. 

Führt man hier statt p den Winkel 180° — ọ ein, so wird 
die Aufgabe auf die vorige zurückgeführt und kann demnach, wie 
folgt, gelöst werden: 

Konstruiere ein Dreieck A BC aus CB = a, CA =b, X C = 9, 
so ist der Nebenwinkel von A gleich p und der Winkel B = y. 

b) @ +y = ó; cos ዌ ፥ 608 jp = a: b. 

Zweckmäfsiger als die Zurückführung dieser Aufgabe auf die 
unter 1. gelöste mittelst der Einführung der Komplemente von p 
und d ist die folgende Konstruktion: 
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Zeichne ein Dreieck ABC aus BO = a, AC = እ X C = ó 
und in demselben die Höhe CD. Dann ist X ACD = p, BCD = y, 
und zwar ist, wenn CD die Grundlinie A B selbst trifft, p + w = ò, 
wenn aber CD die Verlängerung der Grundlinie trifft, p — p = ó. 

e) @ - p = 3; tg: tg p = p : q. 

Konstruiere ein Dreieck ABC aus dem Winkel C = ó und 
den durch die Höhe auf AB gebildeten Abschnitten A D = p, 
BD = q, so ist XACD=9, BCD = y, und zwar, je nach- 
dem D zwischen A und B oder auf der Verlängerung von AB 
liegt, p ተ y = ò oder ወ — y = d 

d) @ +y = ó; cot p: cot p = p : q. 

Kann in entsprechender Weise, wie c) behandelt werden; 
X CAD = #, CBD =y. 

3. Eine dritte Gruppe häufig vorkommender Gleichungen ist 

(1) acoso ተ bsmg =c; (2) acoso — b sin p = ር; 

(3) bsing — acos ወ = c, 
deren Auflösung mittelst Rechnung ohnedies auf Weitläufigkeiten 
führen würde. Zur Auffindung der betreffenden unmittelbaren Kon- 
struktionen führt folgender Gedankengang: 

Konstruiert man ein rechtwinkeliges Dreieck ABC, dessen 
Katheten BC = a und AC = b sind, denkt man sich dann an 
BC in C den Winkel oe so angelegt, dafs sein freier Schenkel das 
Dreieck ABC nicht trifft, und füllt auf diesen Schenkel, bezw. 
seine Verlängerung die Senkrechten AA,, BB,, so ist CB, = a cos g, 
CA, =b sin g, also A,B, = a cos y ተ b sing, also für den 
Fall (1) A, B, = ር. Zieht man dann durch B die Parallele BX 
zu B,A, bis zum Durchschnitt mit A,A oder deren Verlängerung, 
so ist auch BX = c, X liegt auf dem über AB als Durchmesser 
beschriebenen Kreis, und X CBX ist gleich ø. Legt man da- 
gegen an CB in C den Winkel ወ so an, dafs sein freier Schenkel 
den rechten Winkel BCA teilt, und fällt wieder die Senkrechten 
AA,, BB, auf diesen Schenkel, so ist CB, = a cos 9, CA, 
= bsing, und im Falle (2), in welchem በ cos ወ > ቅ sin p, also 


tg o < Š d. h. für einen spitzen Winkel #, p < BAC voraus- 
gesetzt ist, A,B, = a cos p — bsing, dagegen im Falle (3), in 
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welchem b sing > a cos g, also tg ọ > ei bezw. ወ > BAC voraus- 


gesetzt ist, A,B, = being — acosg. In beiden Fällen ist, wenn 
man wieder BX parallel zu B,A, bis nach AA, oder deren Ver- 
längerung zieht, B X = ር, X liegt auf dem über AB als Durch- 
messer beschriebenen Kreis, und es ist X CBX im Falle (2) 
gleich e, im Falle (3) gleich 180° — ዌ. Hiernach ergiebt sich 
folgende Konstruktion: 

Man zeichne in allen Fällen das Dreieck ABC, wie oben an- 
gegeben, beschreibe über AB als Durchmesser den Kreis, sowie 
um B mit c den Kreis, welcher den ersteren in X und X, schneide; 
X liege auf dem Halbkreis BCA, X, auf dem anderen Halbkreis. 
Fällt nun X zwischen A und C, so ist X CBX gleich ወ für den 
Fall (1), fällt dagegen X zwischen B und ርነ so ist X CBX = p 
für den Fall (2). Der Punkt X, liefert, wenn << CBX, < 90° 
wird, ebenfalls einen Wert von e für (1) im Winkel C B X,, ist 
aber CBX, > 90°, so ist sein Nebenwinkel gleich p für den 
Fall (3). 

g wird immer als spitzer Winkel vorausgesetzt werden dürfen, 


denn ist beispielsweise p stumpf, so führt die Substitution p = 180° — p 
für qp wieder auf einen der Fälle (1)—(3). 


Als Beispiel diene die Aufgabe: Ein Dreieck aus dem Um- 
fang a + b + c = 2s, einem Winkel y und der Differenz der Radien 
derjenigen üufseren Berührungskreise, welche den anliegenden Seiten 
anbeschrieben sind, o, — @ = d zu konstruieren. 

Nach bekannten Lehrsätzen der Trigonometrie ist 


Qa = s ie, m=s-tehB, 


also 
e — o= (tg ba — tg 4A) = o (Se E) 
— sin $ (a — p) 2s sin $ (e — B) 


cos $æ cosh ` cos 3 (a+ ይ) + cos $ (a — p) ` 
Setzt man 3 (« — B) = g, so ergiebt sich hieraus 
2s-sing — d cos ወ = d sin 1 y. 

Man konstruiere hiernach ein rechtwinkeliges Dreieck ACB 
aus den Katheten AC = 2s, BC = d, beschreibe über AB als 
Durchmesser nach aufsen, und ebenso über BC als Durchmesser 
nach aufsen einen Halbkreis, lege an BC in C innerhalb des 


40 $ 5. Konstruktion von Winkeln aus unentwickelten Gleichungen. 


letzteren Halbkreises einen Winkel BOD = 3 ሃ an, ziehe BD, 
beschreibe mit BD um B einen Kreisbogen, der den anderen Halb- 
kreis in X schneide, ziehe die Gerade durch X und B, welche den 
Halbkreis über BC in Y schneide, so ist der Winkel D P Y gleich 
einem zweiten Winkel ñ des gesuchten Dreiecks, und daher die 
Aufgabe auf die bekannte zurückgeführt, ein Dreieck aus dem Um- 
fange und den Winkeln zu konstruieren. Es ist nämlich nach der 
vorhergehenden Erklärung der Nebenwinkel YBC von CBX gleich 
4(« — B), und. da X DBC = 90° — ሏ7/ = $a + 3ይ ist, so 
folgt leicht, X DB Y = DBC — YBC= ይ 

Die obige geometrische Auflösung der Gleichungen (1)—(3) 
entspricht der bekannten trigonometrischen mittelst eines Hilfs- 
winkels und kann auch durch diese aufgefunden, bezw. begründet 
werden. Setzt man z. B. in jenen Gleichungen a = n sin 9, 
a 
b 
mittelst des oben benutzten rechtwinkeligen Dreiecks konstruiert 
werden. Dann ist für (1) sin (p + 9), für (2) sin (9 — g), für (3)_ 


b = ncosĝ, so ist tang? = —, n? = a? + b’, welche Gröfsen 


sin (p — 9) gleich < bestimmt, u. s. w. 
4. Es seien ferner die Gleichungen: 


(1) p+ ሃ = 9, a cos ወ ተ b cos y = s, 
(2) p + y = 5, a sin g + b sin p = s, 
(5) p-+y—o, a cos p — b cos y = s 
durch Konstruktion aufzulösen. 
Konstruiert man ein Dreieck ABC aus BC = a, AC = b, 
X C = 180° — o, beschreibt über AB als Durchmesser einen 
Halbkreis, trägt in diesen eine Sehne BE = s ein und zieht 
CF || BE, so teilt CF den Nebenwinkel ACG von BCA in die 
Winkel p und d für die Gl. (1). (Zwei Lösungen!) 
Ändert man diese Konstruktion dahin ab, dafs X C  ፀ und 
CF || AE gezogen wird, so teilt CF den Winkel BCA ent- 
sprechend den Gleichungen (2), wenn BE = s, und entsprechend 
den Gleichungen (3), wenn AE = s gemacht wird. Analoges gilt 
fir a sing — b sin y = s. (Diskussion der Resultate im ein- 
zelnen Fall!) 
8, Zur Auflösung von ዋ + ሃ = o, a cos ወ 608 y = b zeichne 
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man einen Winkel BCA = ፀ mit den Schenken CB = a, CA 
= b, beschreibe über CB als Durchmesser den Kreis und errichte 
auf CA in A die Senkrechte, welche den Kreis in D schneide. 
Die Gerade CD teilt den Winkel BCA in BCD = g, DCA =y. 

Fir ወ ተ y = 9, a sin g siny =b benutze man die Komple- 
mente von ወ und Jp und verfahre mit denselben entsprechend wie vorher. 

Ähnlich verfahre man auch, wenn a sin ወ cos y = b sein soll. 


Aufgaben zu $5. 

1) Ein Dreieck zu konstruieren aus einer Seite c, dem ihr 
gegenüberliegenden Winkel y und der Summe a + b = s der beiden 
anderen Seiten. 

Die Mollweidesche Formel (a + ቅ) sin +y = ር cos 4 (e — B) führt auf 

sin [90° — 3 te — ዉ)] ፡ sin 4y = (a ተ b) ፡ 5, 
und die hierdurch angezeigte Konstruktion eines Hilfsdreiecks aus den 
Seiten a + b, e und dem der letzteren gegenüberliegenden Winkel } y 
auf eine mit der bekannten rein planimetrischen (nach der Methode 


der Hilfsfigaren) identische Konstruktion des gesuchten Dreiecks. — In 
entsprechender Weise behandele man die zunächst folgenden Aufgaben: 


Ein Dreieck zu konstruieren aus 


2) c, < — B, a + b. 


3) e, a — b, y. 
4) c, w — B, b — ec. 
Ebenso aus 


5) c, r, h, : h, = m: n. 

6) bš — e = f*, a, e. 

sin (B — y): sin ወ = f? : oi, Konstruiert man also zunächst /" : a 
= d, so ist sin (6 — y) : sin « = d: a. Ist in einem Dreieck BCE, 
BC =a, CE = d, X CEB = ደ po und um das Dreieck der 
Kreis beschrieben, sowie AF im Halbierungspunkt F von BE senk- 
recht, A auf dem zum Winkel BCE gehörigen Bogen, so ist das Drei- 
eck ABC das verlangte. 


7) b? — e = f°, a, 8 — y = ò. 
(Analog 6.) 
8) o, Y, he 


Für æ — ፀ = ð ist sin (90° — +ð) : sin 34. ሃ = (h — ዐ) ፡ @. 
Innerhalb eines Dreiecks ABC soll von C aus eine Transversale 
so gezogen werden, dafs, wenn AX und BY auf dieselbe 
senkrecht gefällt sind, eine der folgenden Bedingungen 9)—15) 
erfüllt wird: 
9) AX = BY. 
(Für X 4ሮዐቿ= 9, BCX = ist sing : siny = a:b, g + p = y.) 
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10) AX: BY = m:n; 
(sing ፡ sin y = ma : nb; p ተ p = y7). 
11) CX: CY = m:n; 
(608 g ፥ cos y = ma : nb; p + ሄ> y). 
19) CX = BY; 
(608 ዋ : sin y = a: b). 
13) CX: BY = m:n; 
| (008 ወ ፥ siny = ma: nb). 
14) AX + BY = CX + CY; 
(sin (p — 45°) : sin (45° — y) = a: b). 
15) A ACX = BOY; 
(sin 2ọ : sin 2y = a? : b?). 

Von einem Punkte C aufserhalb eines Kreises Jf seien an den- 
selben die Tangenten CA, CB gezogen; man soll auf dem 
kleineren Bogen AB einen Punkt P so bestimmen, dafs, wenn 
man PQ senkrecht auf CA, PN senkrecht auf OB fällt, eine 
der folgenden Bedingungen 16)—17) erfüllt wird. 

16) PQ: PN =m: n; 
(KAMP = 9, BM P = p; 9 + y= 180° — ACB; sinyg2: sin 4p? 
= m:n). 
17) AQ: BN =m: n; 
(sin @ : sin p = m : n). 
18) Es sei ein Kreis C und eine Gerade MN gegeben; man 
soll auf MN einen Punkt P so bestimmen, dafs eine von P an 


C gezogene Tangente mit MN den gegebenen Winkel < bilde. 


Ist CA=a senkrecht auf MN, X ACP= g, so ist cos(a-++-g) ፡ cosp 
=r: a. 


Durch einen zwischen zwei parallelen Geraden L, L, gegebenen 
Punkt P sei eine Gerade gezogen, welche L in A, L, m B 
schneide. Man soll durch P eine zweite Gerade ziehen, welche 
L in Q, L, in M schneide, so dafs 

19) AQ + BM gleich einer gegebenen Strecke s sei. 
X ABM = a, AP =a, PB = b, XAPQ= g; sin (< + 9) : sing 
= (a + b): s. 
20) AQ- BM gleich einem gegebenen Quadrate 4" sei. 
sin (« + g) : sin g = Vab: q. 
21) A PAQ + PBM = 2 sei. 
sin (« + 9): sin p = (a? + b?) sina: (2q°). 
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22) APAQ— PBM=4 sei. 
sin (e + ቐ) ፡ sin p = (a? — b°) sine : (29°). 

Auf dem Bogen AB eines Kreissektors AM B den Punkt P so 
zu bestimmen, dals, wenn PN, PQ bezüglich senkrecht auf 
MA, MB sind, eine der folgenden Bedingungen 23)—27) er- 
füllt ist: 

23) PN:Q=m:n; 

(X AMB = a, AM P = o, PMB = y; sing: sin p = m : n, 
ዋተሄ> o). 
24) MN: MQ = m: n; 
(cos p : cos p = m : n, p + 4% = o). 
25) AN: BQ = m: n; 
(sin }p : sin 4 = ym: yn). 
26) MN: PQ = m: n; 
(cos p : 818 p = m : n). 

27) A MNP: MQP = m:: n. 

28) Ein Dreieck zu konstruieren, wenn ein Winkel z des- 
selben und die Abstände m, n des Mittelpunktes des umbeschrie- 
benen Kreises von den anliegenden Seiten gegeben sind. 

608 ወ : cos ፀ = m:n; a. B = 180° — y. 

29) Ein Dreieck zu konstruieren, wenn die Abstände m, n 
des Mittelpunktes des demselben einbeschriebenen Kreises von zwei 
Eckpunkten und der Winkel y am dritten Eckpunkt gegeben sind, 

sint@e:sin4ß=n:m. 

30) Durch einen auf einem Kreise gegebenen Punkt P zwei 
Sehnen PX, PY unter gegebenem Winkel ሀ zu einander zu ziehen, 
so dafs, wenn r der Radius des Kreises ist, XY: PX=r:PY wird. 
X MPX =ç, MPY = *; cosg: cosy = 2sina :1; p + % = <. 

31) In einem Kreis sei eine Sehne AB = a gegeben; man 
soll eine zweite Sehne AX so ziehen, dafs das Dreieck ABX 
dem Quadrate über BX gleich werde. 

X BAX = 9, AB X = y, AXB =a; sing: sin y = sine: 2 = a:4r. 

32) Um einen auf der Kathete AC eines bei C rechtwinke- 
ligen Dreiecks ABC zu bestimmenden Punkt P einen Kreis zu 
beschreiben, der AB in U berührt und BC, bezw. deren Ver- 
lüngerung unter einer Sehne YZ schneidet, so dafs YZ = CP wird. 

X PBA = 9, PBC = %; 9 + * = ዞነ sin g : sin p = V5 : 2. 
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33) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 32), soll YZ 
= 2AU werden. 
sin ወ : sin qp = cosß: Vcos 5. 


Zwischen zwei an einen Kreis M gezogenen Tangenten CA, CB 
soll eine dritte Tangente gezogen werden, welche CA in X, 
CB in Y schneide und den Kreis in Z berühre, so dafs 

34) XZ: YZ = m: n ist. 

X AMZ = 9, BMZ = $, ACB = y; g + ሄ = 180" — y; 
tg Yo : tg Yw = m: n. 
35) XZ. YZ = q ist. 
r° tgto -tg y= d oder tg i: tg (90° — 44) = gier 
(90°— 44) — 49 =4y. 

Auf dem Bogen AB eines Kreissektors ACB einen Punkt Z zu 
bestimmen, so dafs, wenn man durch denselben die Tangente 
an den Kreis zieht, welche die Verlängerung von CA in X, 
die von CB in Y schneide, 

36) XZ: YZ = m: n ist. 

X ACB = <, ACZ = 9, ZC B= w; tg g : tg y = m:n; g +- p = <. 

37) XZ. YZ = p° ist. 
r?° tgo : tgy =p’; tgp: tg (90° — y) ሙም" ፡ r°; (90° — ሄ) — p = 90° — a. 

38) Ein Dreieck zu konstruieren aus Qa, 05, y. 

tg Ye : tg YB = o, : 0, 

39) Innerhalb eines Dreiecks ABC von C aus eine Trans- 
versale zu ziehen, so dafs, wenn AX und BY senkrecht auf die- 
selbe gefällt sind, das Rechteck aus AX und BY zum Rechteck 
aus CX und CY in einem gegebenen Verhältnis m:n stehe. 

X ACX = g; BOY = w; 9 +4 = y; tgp : tg p = m: n. 

40) Ebenso dafs (AX. CY): (GX: BY) =m: n sei. 

tgp: tg p = m : n. 


Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man soll von 
letzterem aus eine Strecke AX von gegebener Länge a so 
ziehen, dafs, wenn man die Senkrechte XY auf MN fällt, 

41) XY + AY gleich einer gegebenen Strecke b sei. 


sin p + cos p = Ž. 
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42) XY—AY=b sei, 

43) AY— XY =b 861. 

44) In einen gegebenen Kreisabschnitt ein Rechteck zu be- 
schreiben, dessen Diagonalen einander unter einem gegebenen 
Winkel « schneiden. 


Ist # der Winkel zwischen dem zur Sehne des Segments senk- 
rechten und dem nach einem auf dem Bogen liegenden Eckpunkte des 
Rechtecks gehenden Radius, 80 ist r cosp — 2r tg Y w sin p = + a. 


45) In einen gegebenen Kreisabschnitt ein Rechteck zu be- 
schreiben, dessen Seiten in gegebenem Verhältnis m: n stehen. 
Bei gleicher Bezeichnung, wie in 44), ist r cos 9 — EN rsing = + a. 
46) In ein gegebenes Kreissegment ein Quadrat zu beschreiben. 
Bezeichnung entsprechend wie in 44), ሃ 6089 — ?rsng=-+ a. 
47) In ein gegebenes Quadrat ein gleichseitiges Dreieck zu 
beschreiben, so dafs beide Figuren einen Eckpunkt gemeinsam 
haben. 
cos g — sing = 4 V2. 
Im Dreieck ABC die Transversale CX nach AB so zu ziehen, dafs 
48) CX = AX — BX wird. 
X BCX = g; asin 8 = csin ፀ cos p — (2a — c cos f) sing. 
49) AX? — BX? = CX? wird. 
a? a? 
(cos 2 ፦ 5) cos 2 p + sin 2 y sin 2 = cos 2a — FE 
50) AX = 3 (BX + CX) wird. 
2b sin y cos p — (a ተ 2b cos y) sing = asin $. 

Zwei Kreise haben eine Sehne AB gemeinsam; man soll durch A 
eine Gerade legen, welche den einen Kreis in X, den anderen 
in Y schneide, so dafs 

51) AX— AY = d ist. 
X YAB = 9; sing (VAR? — a? — Var! — aš) — 2a cos g = d. 
52) AX- AY =p ist. 
Für VAR — aš = b, Kin — ፀ"ሙር ist 
(be + a*) cos 2g + ፀ(ር — b) sin 2g = be — a? — 2p’. 
53) AX + AY? = p? ist. 
Vgl. 52); (b? + c? — 2a?) cos 89 + 2a (b — e) sin 2g = b? + c? 
+ 2a? — 2p*. 


Durch den Eckpunkt C eines Dreiecks ABC eine AB nicht 
schneidende Gerade so zu ziehen, dafs, wenn AA, und 
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BB, die von A, bezw. B auf diese Gerade gefällten Senk- 
rechten sind, 
54) CA? + CB? = d ist. 
X ACA, = 9; (b? + a? cos 5ሃ) cos 2p — a? sin 2y sin 2@ 
= 2d? — b — a’. 
55) AA,’ + BB? = d° ist. 
a? sin 2y sin 29 — (b? + a? cos 2y) ፳0፡ 59 = 2d? — b° — aš. 
56) AA)? — BB? = ም ist. 
(a? cos 2y — b?) cos 2 p — a? sin 2y sin 2g = 2d? — b? + ዉ 
57) CAP — CB? = d ist. 
(b? — a? cos 2y) cos 5 p + a? sin 2y sin 29 = 2d? — b? + ዉ 
58) Um jeden von zwei einander gegenüberliegenden Eck- 
punkten B, D eines Quadrates A BCD sei mit der Seite des letzteren 
als Radius ein Kreisbogen beschrieben. Man soll eine Gerade 
parallel zu DB ziehen, welche AD in X, AB in U und die 

Kreisbogen bezügl. in Y und Z schneide, so das XY = YZ 

= Z U ist. 

X YBA= g; 5 6089 + sin p = 2. 

Innerhalb eines gegebenen hohlen Winkels soll vom Scheitel A 
aus eine Strecke AP von gegebener Liinge a so gezogen 
werden, dafs, wenn man die Senkrechten PX, PY auf die 
Schenkel des Winkels füllt, eine der folgenden Bedingungen 
59)—62) erfüllt wird. 

59) PX + PY = b. 
X PAX = 9, XAY = a; cos g sina + sing (1 — cosa) = 
60) PX — PY = b. 


Da 
a 
Analog 59). 
61) PX + PY? = b. 
cos 2g (1 ተ cos2a) + sin 2g sin 2a = 2 — Ges 
62) A PXY = 435 — 4፲ጻ 
cos (z — 89) — 4 sin (z — 28) = cosa, 
oder g + y = a; cos (p — g) — 4 sin (p — g) = cosa. 

Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A und aufserhalb derselben 
ein Punkt P gegeben; man soll eine Gerade PX nach MN 
so ziehen, dafs eine der folgenden Bedingungen 63)—65) er- 
füllt wird. 

63) PX + AX =s. 
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AP = d, X PAX = a, APX = g; 8-sina cos g + (scos æ — ወ sing 
= dsin a. 
64) PX— AX =s. 
8 - sin < cos p + (s cose + d) sing = d sin a. 

65) PX? + AX? =p’, 

(p° cos 2 a F d?) cos 2 g — p? sin2e 89.59 = p? — 2d? sin a? F d’. 

66) In einem bei C rechtwinkeligen Dreieck ABC eine Trans- 
versale A X nach CB zu ziehen, so dafs AB— B X = AX— CX wird. 

X X AC = g; (c — a) cos g + 2b sing = b. 

67) Durch einen zwischen zwei parallelen Geraden MN, M, N, 
gegebenen Punkt P eine Gerade zu ziehen, welche MN in X, 
M,N, in Y schneide, so dafs, wenn PA auf MN senkrecht ge- 
füllt ist, A X + PY = c wird. 

e cosg — asin p = b. 
In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C sei eine Sehne AB 
= 2b gegeben, welche von dem zu ihr senkrechten Radius in 
D geschnitten werde ` Man soll einen Radius CY ziehen, 
welcher AB in X schneide, so dafs eine der folgenden Be- 
dingungen 68)—70) erfüllt wird. 


68) XY = 4X. 
X YCD = 9, CD = a; (r — b) cos p ተ asin p = a. 
69) XY = D X. ኛ 


r cos p — asin p = a. 
70) CX: XY = AX: XD. 
br cos g — arsing = ab. 

Auf der Seite AB eines Quadrats ABCD sei ein Punkt P ge- 
geben; man soll eine Transversale PX nach CD ziehen, so 
dafs, wenn die Senkrechten DY und BZ auf PX gefüllt werden, 
eine der folgenden Bedingungen 71)—73) erfüllt wird. 

71) DY? + BZ = p’. 
X XPB = o, AP =b, AB = a; ab sin 2g + (a — b) b cos 2# 
= p? — a? — b’ + ab. 
72) DY? — BZ = p°. 
a (a — b) cos2p + ab sin2g = p° ፦ ab. 
78) DY. BZ =% 


. 3 2 
asin2g — bcos?2p = un A b. 
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Ein Dreieck zu konstruieren aus 

74) a + b — c = 2d, h — o = e, r. 

re cosy — rd siny = d? — re. 

75) Wwe, 9, a +b ተ c = 2s. 

sin $y +2 cos 4y = 

76) We, Qo, a + b — c = 2d. 

w,dsingy + w, ዐ. cos yy = 2do,. 

77) a+b=s, Qa; Na; 

(8 - sinB + ze, cos B = 596, + h,). 
78) a +b = s, Qa, E 
(s+ sin æ — 29, cosa = 20, — h)): 
79) a — b = d, o, ħa; 
(2ọ cos B — d sin 8 = h, — Zei 
Ähnlich a — b, ዐ, h; a—b, ሬፍ) ዜነ a—}, እ. U. s. w. 
80) r, a +b + c = 28, h, + g = e. 
rs siny ተ recosy = s* — re. 

81) An den Bogen AB eines Kreissektors ACB eine Tan- 
gente zu ziehen, welche die Verlängerungen von CA und CB 
bez. in X, Y schneide, so dafs, wenn Z der Berührungspunkt ist, 
XZ — YZ gleich einer gegebenen Strecke d sei. 


X ACZ =, ZCB = 4, ACB = a; 2r sin (p — $) — d cos (p — %Y) 
= d cos a. 


ae 
2. 


In einem Dreieck ABC durch C eine Transversale zu ziehen, so 
dafs, wenn AX und BY senkrecht auf dieselbe gefällt sind, 
eine der folgenden Bedingungen 82)—85) erfüllt wird 

(X ACX = g, BCY = $p, g + p = y) 
82) CX + CY = s; 
(b cos p + a cos y = s). 
83) AX + BY = s; 
(b sin p + a sin p = s). 
84) AX — B Y = di 
(sing — asiny = d). 
85) X Y = d; 
(a cos y — b cos p = a). 
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An einen Kreis M seien zwei Tangenten CA, CB gezogen; man 
soll auf dem kleineren Bogen AB einen Punkt X so be- 
stimmen, dafs, wenn, von ihm auf CA und CB bez. die Senk- 
rechten X Y, XZ gefällt werden, eine der folgenden Bedingun- 
gen 86)—89) erfüllt wird. 

(X ACB =y, AMX=q, XMB=y;9 + ሄ = 180" — y) 
86) CY: CZ = m:n; 
(nr sing — mr sin y = c (n — m)) 
87) XY = BZ; 
(cos p ተ sin y = 1). 
88) 2 XY = CZ; 
(2r cos p — r sin y = 2r — ce). 
89) AY = CZ; 
(r sin g + r sin y = ¢). 


Ein Dreieck zu konstruieren aus 
90) r, ab = H, éi 
(47* eine sin ፀ = DÉI 

91) r, F; 7; 

(2r? sin < sin 8 = F : sin y). 

92) h, Qa ተ 6 = s, 75 

(s - sine sin 8 = 2 h cos 4 7°). 
93) F, ga ተ % = s, 73 
(ei. sin < sin ፀ = 4F cos 1⁄2 cot 4 7). 
94) r, @, 73 
(4r sin 12 sin} B = o : sin 47). 
95) a + b + c = 2s, 6 + ይመ e, “1 
(e 608 ቴሪ cos ኋፀ = s - cos ty). 

96) a, Qu, a; 

(a cos if cos 3 ሃ = o, cos $a). 

97) a, 95) ei 

(a sin +B cos ky = g, sin 4a). 

98) Auf dem Bogen AB eines Kreissektors einen Punkt P 
zu bestimmen, so dafs, wenn von ihm auf die Radien CA, CB 
bez. die Senkrechten PN, PQ gefällt sind, CN-CQ = p? wird. 

x ACB = y, ACP = 9, PCB = bi r’ cosy cosy = pš. 

99) Auf dem Bogen AB eines Kreissektors ACB einen 
Punkt P zu bestimmen, so dafs, wenn auf die in A, bez. B an 
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Š 100) Unter denselben EE wie in 99), soll AX. BY 
x. `w p sein. 


r? sin 9 sin y = e 
Ein Winkel BCA soll durch eine Gerade so geteilt werden, dafs, 
E wenn man von den auf den Schenkeln ‚gegebenen Punkten A, B | 
auf diese Gerade die Senkrechten AX, BY fällt, eine der | 
~ folgenden Bedingungen 101)—103) erfüllt wird. | 
T  [ሯ408መነ, A0X =q, XOB = 4, AC =b, BC = a) pi 
ር 101) AX. B Y = 2; 

(ab sin p sin p = 4?). 
] 102) C X. C Y = 4; 
| 
| 


ኣና) ያ (ab cos gp cos w = q’). 
"> 108) 4፳-.ዐጀ= T 2 
RR - (ab sing cosy = 4°). 
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